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RESUMO

O artigo, vinculado ao estagio de pds-doutoramento em Ensino de
Ciéncias e Matematica, tem por objetivo analisar a construcao
progressiva do conceito de limite a partir de uma experiéncia
docente desenvolvida ao longo de um semestre letivo, no contexto
regular das aulas de Calculo Diferencial e Integral com licenciandos
em Matematica e estudantes de Engenharia de Software de uma
universidade privada do estado de S3ao Paulo. As atividades
envolveram nocdes de infinito e infinitésimo, séries geomeétricas,
aproximacoes numeéricas, limites de sequéncias e de funcdes e,
posteriormente, formalizacdes via épsilon e delta, com apoio do
GCeoGebra. O estudo assume abordagem qualitativa, de carater
interpretativo, fundamentada principalmente em Ball, Thames e
Phelps, Fischbein, Tall e Vinner. Os registros analisados evidenciam
gue as compreensdes iniciais foramn marcadas por ideias intuitivas
de aproximacao e por dificuldades algébricas e conceituais. Ao
longo das aulas, observam-se indicios de ampliacao do repertoério
matematico, com  progressiva articulacao entre intuicao,
procedimentos algoritmicos, representacdes e justificativas formais,
indicando que a passagem ao formal ocorre de maneira gradual e
nao linear.

Palavras-chave: Nocdes intuitivas; Definicdo formal de limites;
Calculo Diferencial e Integral; Ensino de Calculo; Formacao de

professores.

ABSTRACT

This article, linked to a postdoctoral study in Science and
Mathematics Education, aims to analyze the progressive
construction of the concept of limit based on a teaching experience
developed throughout an academic semester in regular Differential

and Integral Calculus classes with undergraduate Mathematics



Education students and Software Engineering students at a private
university in the state of Sao Paulo, Brazil. The activities involved
notions of infinity and infinitesimals, geometric series, numerical
approximations, limits of sequences and functions and,
subsequently, formalizations through epsilon and delta, with the
support of GeoGebra. The study adopts a qualitative, interpretative
approach, mainly grounded in the theoretical perspectives of Ball,
Thames and Phelps, Fischbein, and Tall and Vinner. The analyzed
records indicate that initial understandings were marked by intuitive
ideas of approximation and by algebraic and conceptual difficulties.
Throughout the classes, there were indications of an expanded
mathematical repertoire, with a progressive articulation between
intuition, algorithmic procedures, representations, and formal
justifications, suggesting that the transition to formal understanding
occurs gradually and nonlinearly.

Keywords: Intuitive notions; Formal definition of limits; Differential

and Integral Calculus; Calculus teaching; Teacher education.

1. INTRODUCAO

O ensino de Calculo Diferencial e Integral envolve conceitos cuja
compreensao nao se reduz a aplicacdo de procedimentos
algébricos. Particularmente no estudo de limites, ideias relacionadas
a aproximacao, infinito, infinitésimo, convergéncia e comportamento
de funcdes exigem que o estudante articule diferentes formas de
representacao e atribua significado aos procedimentos matematicos

utilizados.

No ensino de Ilimites, uma abordagem estritamente formal,
apresentada de maneira desvinculada das compreensdes

inicialmente mobilizadas pelos estudantes, pode dificultar a



atribuicao de significado ao conceito. Thomas (2009) considera a
abordagem informal uma etapa importante para a construcao inicial
dessas ideias, uma vez gque expressdes como “aproximar-se de”,
“tender 3" ou “tao proximo quanto se queira” possibilitam explorar
inicialmente o comportamento de uma funcao antes de sua

sistematizacao formal.

Fischbein (1994) considera a atividade matematica constituida pela
interacao entre os componentes intuitivo, algoritmico e formal. Tall e
Vinner (1981), por sua vez, discutem a imagem conceitual como a
estrutura cognitiva associada a um conceito, incluindo impressoes,
representacoes, propriedades e processos que podem nao coincidir,
inicialmente, com sua definicao formal. Essas perspectivas sao
especialmente pertinentes ao estudo de limites, no qual expressdes
como “chegar perto”, “diminuir cada vez mais” ou “ir para zero”
podem constituir pontos de partida para construcdes conceituais

posteriores.

Também nessa direcdo, Avila (1996) destaca que ideias relacionadas
a processos infinitos podem ser inicialmente abordadas de maneira
natural, sem que a formalizacdo matematica seja tomada
necessariamente como ponto de partida. Situacdes envolvendo
séries geomeétricas, aproximacdes sucessivas e somas Iinfinitas
possibilitam explorar conceitos que posteriormente se relacionam

ao estudo de limites.

Foi nesse contexto que, em articulacao com as questdes teodricas
desenvolvidas no estagio de pods-doutoramento do primeiro autor,
diferentes atividades foram Iincorporadas ao desenvolvimento
regular das aulas de Calculo. O trabalho envolveu licenciandos em

Matematica e estudantes de Engenharia de Software de uma



universidade privada do estado de Sao Paulo, durante o primeiro
contato desses estudantes com o estudo sistematizado do conceito

de limite.

Inicialmente, foram propostas situacdes envolvendo significados
atribuidos ao infinito e ao infinitésimo, processos infinitos, séries
geomeétricas e aproximacdes sucessivas. Posteriormente, foram
explorados o comportamento de funcdes nas proximidades de
determinado valor e as aproximacodes laterais, buscando favorecer a
diferenciacdo entre o valor assumido por uma funcdo em
determinado ponto e o comportamento dessa funcdao quando a

varidvel independente se aproxima desse ponto.

Diante desse cenario, este artigo tem por objetivo analisar, a partir
de uma experiéncia docente desenvolvida ao longo de um semestre
letivo, no contexto regular das aulas de Calculo Diferencial e Integral
e em articulagao com questdes formativas do pds-doutoramento, a
construcao progressiva do conceito de limite, considerando o
movimento entre compreensdes intuitivas e formais de

representacao, argumentacao e justificacao matematica.

2. REVISAO DA LITERATURA

2.1. O Ensino de Limites: Da Informalidade a Formalizacao

No processo de ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e
Integral, compreender o conceito de limite constitui uma questao
central, especialmente porque a passagem de uma compreensao
intuitiva para uma formulacao matematica rigorosa nao ocorre de
mManeira imediata. Essa passagem € assumida como um percurso
didatico em que a linguagem informal, as representacdes algébricas

e a formalizacao devem ser articuladas progressivamente.



No calculo de limites, interessa compreender o comportamento de
uma fungcdao f(x) quando x se encontra nas vizinhangas de um
ponto ¢ . Consideremos, por exemplo, a funcdo [f(x)= % A
substituicao diretaem x=c¢=0 nao é possivel, mas isso nao impede
analisar o comportamento da funcao para valores de Xx proximos
de zero. Essa ideia de vizinhanca constitui um ponto de partida para
compreender, posteriormente, a relacdo entre x e f(Xx) na

definicao formal de limite.

Na abordagem inicial, o comportamento de uma funcao é
frequentemente verbalizado por expressdes como “se aproxima de’,
“tende 3" ou “tao proximo quanto se queira”. Algebricamente, essas
verbalizagdes podem ser representadas por x - x, e f(x)- L.
Thomas (2009, p. 70) caracteriza essa apresentacdo como uma
definicao informal, necessaria para anteceder a formalizacdao e

favorecer uma construcao inicial do conceito:

Seja [f(x) definida em um intervalo aberto em torno de xy,

exceto talvez em xo- Se [f(X) fica arbitrariamente proximo

de [ (tdo proximo de [ quanto quisermos), para todos os

valores de x suficientemente proximo de x> dizemos que
J/ tem limite L quando X tende a X, e escrevemos
lim F(x)=7- (Thomas, 2009, p. 70).

X - Xy

Thomas (2009, p. 70) acrescenta:



“[..] Essencialmente, a definicdo diz que os valores de [ ( x)
ficardo proximos ao numero L sempre que X estiver proximo
de xy (em qualquer lado de x ). Essa definicdo é informal
porque as expressoes arbitrariamente pProximo e
suficientemente proximo sao imprecisas; seu significado
depende do contexto. Para um metaldrgico que fabrica um
pistao, proximo pode significar alguns centésimos de milimetro.
Para um astronomo que estuda galaxias distantes, proximo
pode significar alguns milhares de anos-luz. Entretanto, a
definicdo € suficientemente clara para  permitir o
reconhecimento e o calculo dos limites de fungdes especificas.

(Thomas, 2009, p. 70).

A partir dessa abordagem intuitiva, que descreve o comportamento
de uma funcao a medida que pequenas variagcdes em x produzem
variagbes em f(x) , pode-se avangar para a definicao formal. Esse
movimento é importante porque a linguagem informal permite
construir significados iniciais, mas nao é suficiente para estabelecer

rigorosamente as condi¢cdes sob as quais um limite existe.
Do ponto de vista formal, escreve-se
im _

quando, para todo >0, existe 5>0 tal que
o<|x-c|<é& = |f(x)-L|<&> isto é para anunciar que o limite
de f(x) iguala-se ao numero real Z quando Xx - c¢> ¢&
necessario demonstrar que a distancia entre f(x) e [ pode ser
infinitesimalmente pequena tanto quanto se queira se x for

condicionado suficientemente proximo de ¢> e escrevemos

lim F(x)=7 ,dadoque xEV 4(xp)= f(X)EV, (L) edessa



maneira, define-se a funcdo / num intervalo aberto3, no qual ha
um ponto de acumulacao ¢ para todos os valores de x . (Faccin,

2015, p. 42).

Se para todo &£>0, ha um intervalo aberto em torno do numero 7 ,
como por exemplo, ( L-€> L+ &)> o limite € demonstrado quando
encontra-se um valor &>0 no aberto (c-4&> c+¢) , tal que todo
ponto Xx pertencente ao intervalo (c-6> ¢+ 6), tem imagem
/(x) pertencente ao intervalo ( Z-€> L+ &)> como mostrado na

figura 1a seguir:

Figura 1. Interpretacdo geométrica do conceito formal de limite

f{X) rs

f(x) Iy — i’ \-—/

ch&lxo xo— 0 X

X

Fonte: Panonceli (2017, p. 91)

Nesse estudo, essa passagem é discutida também a partir de Tall e
Vinner (1981), pois as imagens conceituais construidas pelos
estudantes podem nao se conectar imediatamente a definicao
formal, especialmente quando entram em cena os quantificadores

E e o.

2.2. Nocoes de Infinito, Infinitésimos e Dificuldades Algébricas



O estudo de limites envolve dificuldades que nao se restringem a
aprendizagem de procedimentos algébricos. Burigato (2019) mostra
que erros de fatoracao e simplificacao podem interferir diretamente
no calculo de Ilimites. Entre esses equivocos, destacam-se

transformacgdes algébricas invalidas, como

=(x+c) - x2+2c>

= X4+ X+2 > X4+2X - 3Xx°-

(Burigato, 2019, p. 37).

Esses equivocos sdao relevantes porque a manipulacao algébrica
aparece constantemente no estudo de limites de funcdes racionais.

Considere o exemplo, a partir de Thomas (2009):
f(x)= X3X-2.

Para analisar o comportamento da funcao quando x - 1, fatoram-

se numerador e denominador:

xixg (1) (x42) | xap
e = X(x-1) =~ x X#1-

Assim,




Esse procedimento permite discutir por que a simples substituicao
direta nao resolve todos os limites e por que a fatoracdao nao deve ser
tratada apenas como técnica mecanica. O uso prematuro da regra
de L'Hopital pode encobrir justamente essa relacao entre o
procedimento algébrico e o significado do limite, além de exigir um
conhecimento de derivadas que pode ainda nao estar consolidado,

conforme se constata em Burigato (2019):

Por exemplo, ao tentar resolver um Ilimite, o estudante utiliza

propriedades que nao sao validas, como no caso em que € preciso

. 2
encontrar o lim. XX_“Ll?’ , 'O aluno “cancela” o x* do numerador

com o x do denominador, obtendo a expressao -(x-3) e

substituindo, entao, o valor de x . (p. 36).

Rezende (2003) chama atencao para o fato de que dificuldades em
polinbmios, fatoracao, relacdes trigonomeétricas e calculos algébricos
aparecem também em outras disciplinas do ensino superior. Para o
autor, o campo semantico das noc¢des basicas do Calculo esta
fortemente relacionado as ideias de ‘“infinito”, “infinitésimos” e
“variaveis”. Por isso, nesse estudo, essas noc¢des sao consideradas
estruturantes para compreender o limite, e nao meros conteudos

acessorios.

Nesse sentido, o infinito e o Iinfinitésimo constituem ideias
importantes para a construcao inicial do conceito. O infinitésimo
pode ser associado intuitivamente a quantidades que se tornam
arbitrariamente pequenas, enquanto o infinito exige compreender
processos que continuam indefinidamente sem que isso signifique,

necessariamente, auséncia de um valor-limite.



2.3. Séries Geométricas Infinitas Como Aproximacao Ao Conceito

de Limite

As séries geomeétricas infinitas sao utilizadas como um caminho para
aproximar a ideia de processo infinito da nocao de convergéncia.
Avila (1996) argumenta que a ideia de somar infinitamente pode
surgir de maneira natural antes da preocupacao com sua estrutura

formal. Um exemplo familiar € a dizima periédica (0-888---

Primeiramente,
0°888---=8-0°111---

gue pode ser reescrita como
8-0°111-=8( 75 + 165 + Tog5 + ) -
Explicitando a estrutura de progressao geomeétrica,
8(%+%2+1—63+---)-

Como a razao satisfaz [4|<1, a soma de uma progressao

geométrica infinita € dada por

a
S=1-q-

Com 01:% e q:l—lo,

1

8(—%-)=8(5-)=%-
=10

O procedimento usual para transformar a dizima em fracao também

pode ser escrito como



X=0-888-- =10X=8-888--- 29X =8= X= 5 >

evidenciando, ainda que implicitamente, uma soma infinita.

O estudo das séries oferece a oportunidade de discutir o
comportamento dos termos e das somas parciais. Os termos podem
tornar-se progressivamente menores e tender a zero, enquanto as
somas parciais se aproximam de um valor finito. Essa distincao é
central: o limite dos termos e o limite das somas parciais Nnao sao o

mesmo objeto matematico.

2.4. Conhecimento Matematico para o Ensino

Ball, Thames e Phelps (2008), a partir de refinamentos das
categorias de Shulman, discutem conhecimentos especificos
necessarios ao trabalho docente. Para a analise desenvolvida neste
estudo, sao considerados quatro dominios: conhecimento comum
do conteudo, conhecimento especializado do conteudo,
conhecimento pedagogico do conteudo e conhecimento horizontal

do conteudo.

O conhecimento comum do conteddo corresponde ao
conhecimento matematico necessario para resolver problemas que
também podem ser enfrentados por profissionais de outras areas:
calcular um limite, reconhecer uma progressao geomeétrica,

determinar sua soma ou executar aproximacdes numericas.

O conhecimento especializado do conteudo, por sua vez, envolve
compreender aspectos do conteudo que se tornam relevantes
especificamente no trabalho de ensinar. No caso das séries
geométricas e dos limites, isso inclui distinguir termos de uma

sequéncia de suas somas parciais, reconhecer diferentes formas de



representacao, antecipar erros recorrentes e selecionar exemplos

capazes de favorecer uma compreensao progressiva.

O conhecimento pedagogico do conteudo refere-se a capacidade
de transformar o conhecimento matematico em formas
compreensiveis aos estudantes. Isso envolve escolher linguagens,
exemplos, representacdes, recursos e estratégias adequados ao nivel
de compreensao da turma, além de interpretar as respostas

produzidas e reorganizar a mediacao quando surgem dificuldades.

O conhecimento horizontal do conteddo permite reconhecer
relacdes entre diferentes topicos matematicos ao longo do curriculo.
Neste estudo, essa categoria é€ mobilizada para interpretar a
articulacao entre sequéncias numeéricas, séries geomeétricas infinitas,
dizimas periddicas, comportamento de funcdes e nocdes de limite.
Essa articulacao é particularmente importante para a formacao do
futuro professor, pois possibilita compreender os conceitos
matematicos de forma integrada e estabelecer conexdes entre
conteudos trabalhados em diferentes momentos da formacao. Essa
perspectiva converge com Souza et al. (2024), ao destacarem o papel
formativo do Calculo Diferencial e Integral na Licenciatura, e com
Souza e Pietropaolo (2026), ao situarem sequéncias, séries e limite
entre conhecimentos que devem integrar o repertério do futuro

professor de Matematica.

2.5. Os Componentes Intuitivo, Algoritmico e Formal

Fischbein (1994) propde trés componentes fundamentais da
atividade matematica: intuitivo, algoritmico e formal. O componente
intuitivo refere-se a compreensdes aceitas de maneira direta, sem

que inicialmente sejam exigidas justificativas formais. O



componente algoritmico corresponde as técnicas e procedimentos
de resolucao, enquanto o componente formal envolve definicdes,

axiomas, teoremas, provas e justificativas matematicas.

Segundo Fischbein (1994), esses componentes precisam ser
articulados. A intuicao pode fornecer um ponto de partida, mas nao
é suficiente para sustentar o rigor matematico; da mesma forma, o
dominio de procedimentos, sem compreensao das razdes pelas
quais funcionam, pode resultar em uma aprendizagem

excessivamente mecanica.

No estudo de séries geométricas infinitas, por exemplo, a percepcao
de que os termos “vao ficando menores” constitui uma
compreensao intuitiva. Calcular a razao, aplicar a féormula da soma e
mManipular expressdes constitui uma dimensao algoritmica. Justificar
por que uma sequéncia ou série converge e formular essa
convergéncia em termos de & e N corresponde ao componente

formal.

Fischbein (1994, p. 231, traducao nossa) ressalta que a Matematica
deve ser considerada simultaneamente como corpo de
conhecimento formal, dedutivo e rigoroso e como atividade
humana em que se articulam relagdes entre o intuitivo e o l6gico, o
concreto e o abstrato, o informal e o formal. Essa perspectiva é
particularmente relevante para a formacao de professores, pois nao
basta dominar procedimentos, €& necessario compreender

significados e ser capaz de torna-los ensinaveis.

2.6. Imagem Conceitual, Convergéncia e Passagem Ao Formal

Tall e Vinner (1981) definem imagem conceitual como a estrutura

cognitiva total associada a determinado conceito matematico,



abrangendo impressdes, imagens mentais, representacdes visuais,
propriedades e processos. Essa imagem pode conter elementos
coerentes com a definicao formal e, simultaneamente, concepcdes

conflitantes.

Tall e Vinner analisaram a imagem conceitual de estudantes diante
da convergéncia de uma série infinita. Um dos exemplos envolve
somas parciais representadas por

lim 9, 9 ...y 9.
ntw (145 + o5+ + 107)

Os autores observaram estudantes que compreendiam §, como
uma quantidade que se aproxima de §, mas que “nunca chega” a
S . Essa interpretacao revela um conflito importante: a ideia
dindmica de aproximacao pode sugerir um processo interminavel,
enquanto a formalizacdo matematica admite a igualdade entre o

limite da sequéncia de somas parciais e o valor da soma da série.

Em situacao analoga, considera a série

2 1
$11-(3) 1
_ 3 3 _ 1
Sn=~—71 "l 3"
3
Como
,/71;003—1,4:03

segue que



A passagem para a definicao formal de convergéncia exige, entao,
mostrar que, dado qualquer &£>0, existe A€ N tal que, para todo

n>nN,
|Sn_5|<€°
No exemplo anterior,
_ 1 _ 1
| Sn-1l=1- 37 -1|= 57 -

Como n> N, entao 3”> 3V e portanto, gln < Sﬁlv . Precisamos

escolherum AN € N de modo que Bﬁlv < & entao, tem-se:

-

y

Oyl—

|5n-1|=|5n-5|:§1ﬁ<3%v: 1 =¢&> com 34>

o

confirmando formalmente que

Essa formalizacdo evidencia uma dificuldade destacada por
Fischbein (1994): na compreensao intuitiva, o estudante acompanha
O processo em que 77 aumenta e os valores se aproximam do limite;
na definicao formal, a ordem do raciocinio € invertida, pois parte-se
de um ¢&>(0 arbitrario para determinar um A que garanta a
proximidade desejada. Como afirma Fischbein (1994, p. 238,

traducao nossa):



“Ndo comecamos descrevendo o processo de aproximag¢do de
a por uma sequéncia de numeros dp. Comeg¢amos
mencionando, estranhamente, um numero positivo &, ‘ndo
importa quao pequeno’, e depois introduzimos N e n>N .
[..] Na definicao formal, tornamos N dependente de & .

Invertemos a ordem natural do processo de pensamento.”

Essa inversao ajuda a compreender por que a passagem direta da
representacao intuitiva para a definicao rigorosa pode ser
contraintuitiva. Villani et al. (2012) observam dificuldade semelhante:

[}

enquanto a funcdo parece “ir" de x para [f(x), na definicdo
formal a escolha das vizinhancas ocorre no sentido oposto, partindo
de & para determinar & . Por isso, a compreensao do limite exige
uma construcao gradual, em que intuicao, procedimentos e
formalizacao sejam articulados sem que um componente substitua

os demais.

3. METODOLOGIA

O artigo apresenta um relato analitico de uma experiéncia docente
vinculada as questdes tedricas de um estudo de pds-doutoramento
em Ensino de Ciéncias e Matematica, vinculado ao Programa de

Pos-Graduacao Stricto Sensu da Universidade Cruzeiro do Sul.

As atividades integraram o planejamento e o desenvolvimento
ordinario dos conteudos das disciplinas, sem constituirem uma
atividade externa as aulas, e foram propostas progressivamente
conforme eram trabalhadas nocdes de infinito, infinitésimo,
sequéncias, séries, aproximacao e limite de funcdées. Em momentos
especificos dessa progressao, utilizou-se também o GeoGebra como

recurso de apoio a visualizagao das relacdes entre as vizinhancas



determinadas por & e &, articulando a representacao grafica as

expressoes algébricas e a definicao formal de limite.

A abordagem adotada € qualitativa, de carater interpretativo.
Segundo Minayo (2012), a analise qualitativa envolve movimentos de
compreensao e Iinterpretacao do material empirico, buscando
ultrapassar sua dimensao meramente descritiva e articula-lo aos
referenciais teodricos que orientam o estudo. Nessa perspectiva, as
producdes sao discutidas a luz de Ball, Thames e Phelps (2008),
Shulman (1986), Fischbein (1994), Tall e Vinner (1981) e de estudos

especificos sobre a compreensao do conceito de limite.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1. Primeiras Aproximacgoes Ao Conceito de Limite

As atividades iniciais abordaram infinito, infinitésimo e aproximacao.
A Atividade 1 explorou significados associados a infinito e
infinitésimo, enquanto a Atividade 2 utilizou o paradoxo de Zenao

para discutir a convergéncia de uma soma infinita. As propostas

constam na Figura 2.

Figura 2. Processos infinitos e infinitésimo

tividade 1 - Significados de infinito e infinitésimo
socie trés ideias (ou palavras) ao significado de infinito e trés ideias (ou palavras)

o significado de infinitésimo, considerando suas compreensdes matematicas.

Fonte: Acevo do autor



tividade 2 — Adaptado de Kirnev, D. C. B. Um dos paradoxos mais conhecidos da
ntiguidade foi proposto pelo fildsofo Zendo de Eleia. Para se andar um quilémetro,

eve-se andar primeiramente meio quildmetro. Porém, antes de andar esse meio
uildmetro deve-se andar um quarto de quildmetro. Mas antes andar esse um quarto
e quildbmetro, deve-se primeiro andar um oitavo de quildmetro e assim
ucessivamente. Zen&o afirmou que esse movimento era impossivel, pois sequer se
niciaria a caminhada.

esponda as questdes a seguir.

) Represente matematicamente as distancias percorridas por meio de uma soma.

) Na pratica, uma pessoa conseguiria percorrer essa distancia? Explique.

) O gue acontece com os valores das parcelas da soma & medida que o processo
ntinua indefinidamente?

) Em sua opiniéo, essa soma aproxima-se de algum valor? Em caso afirmativo, qual?
ustifique sua resposta.

O que essa situagdo permite concluir sobre a ideia de infinito?

Fonte: Andlise Matematica. Londrina: Editora e Distribuidora

Educacional S.A., 2016

Essa escolha dialoga com Avila (1996), ao defender que a ideia de
somar infinitamente pode ser introduzida de maneira natural antes
de uma estruturacao formal. Também se relaciona ao conhecimento
horizontal do conteddo de Ball, Thames e Phelps (2008): essa
categoria € exemplificada pela articulagao entre sequéncias, séries
geométricas infinitas e significados de limite. Assim, as tarefas
funcionaram como ponte entre conhecimentos ja familiares e a
construcao inicial do conceito. Os registros selecionados na Figura 3

mostram essa etapa de elaboracao.

Figura 3. Registros de compreensdes iniciais sobre infinito e

aproximacoes sucessivas

Fonte: Acervo do autor

Em um dos registros, o infinito € associado a uma grandeza que

“nao tem limites”, enquanto o infinitésimo é descrito como “um valor



tao pequeno que sempre tende a zero, mas nunca é zero". Esperava-
se, nesse momento, que o infinito fosse compreendido como
associado a um processo que pode prosseguir indefinidamente, e o
infinitésimo, no contexto trabalhado, a quantidades que podem
tornar-se arbitrariamente pequenas em um processo de
aproximagao a zero. A primeira resposta apresenta uma
aproximacao intuitiva a ideia de ilimitado; a segunda, porém, revela
uma imprecisao conceitual, pois atribui a um valor fixo a acao de
“tender a zero". O registro evidencia, assim, uma imagem conceitual
ainda em construcao, na perspectiva de Tall e Vinner (1981), na qual
ideias intuitivamente produtivas coexistem com compreensdes que

ainda necessitam de refinamento matematico.

No registro referente ao paradoxo de Zenao, o estudante representa
adequadamente as distancias por uma soma de parcelas
sucessivamente menores e reconhece que o percurso total
corresponde a 1 km. Esperava-se, nesse caso, que fosse estabelecida
a distincdo entre o comportamento das parcelas e o
comportamento da soma: enquanto os termos da sequéncia
tendem a zero, a soma parcial se aproxima de um valor finito, igual a
1 km. Entretanto, ao afirmar que as parcelas “se aproximam de zero”
e concluir que a pessoa permaneceria no ponto de partida, o
estudante revela um conflito conceitual entre o limite dos termos e o
limite da soma. O registro evidencia, assim, a coexisténcia entre uma
compreensao correta da convergéncia da soma e uma interpretacao

inadequada do significado da diminui¢cao das parcelas.

A luz de Fischbein (1994), predominam nessa etapa componentes
intuitivos, acompanhados de elementos algoritmicos, como a
representacao da soma. A resposta esperada envolveria nao apenas

reconhecer que a soma resulta em 1 km, mas justificar que a



diminuicao progressiva das parcelas nao impede a convergéncia do
processo para esse valor. A auséncia dessa articulagao mostra que a
conclusao correta ainda nao esta sustentada por uma compreensao
plenamente sistematizada do processo de convergéncia, reforcando
a necessidade de avancar da percepc¢ao intuitiva para formas mais

formais de justificacao do conceito de limite.

42. Da Aproximagdo Numérica a Interpretacao do

Comportamento da Funcao

Em um momento seguinte, as atividades passaram a relacionar a

linguagem de aproximacao ao comportamento de uma funcao.

Figura 4. Limite de uma funcao por aproximacdes laterais

Atividade 4 — Adaptado de Ferreira (2021). Considerando f uma fungéo f:R—- R

definida por f(x) = x? + 1, complete o quadro 1, a seguir.

Quadro 1: Estimativa do limite da fungéo f(x) por valores de x préximos de 0

Relagdo entre f(x) = x* + 1 e x, quando x se aproxima de | Relag3o entre f(x) = x* + 1 e x, quando x se aproxima de
0 pela esquerda 0 pela direita

x fix) x fix)

-1,000 2,000 1,000
-0,400 0,400
-0,200 1,040 0,200
-0,100 0,100

-0,001

a) Observando a tabela que indica alguns valores de f(x) para alguns valores de
x, responda: para qual valor f(x) se aproxima, quando os valores de x se
tornam cada vez mais proximos de zero?

b) A funcéo esta definida em x = 17 Em caso afirmativo, qual é a imagem de
f quando x = 1?

c) De acordo com a tabela, qual o valor do lim f(x)? Escreva com suas palavras
x=0

sua compreensdo sobre esse resultado.

Fonte: Ferreira (2021, p. 13 e 114)

A situacao apresentada na Figura 4 propds o preenchimento de
uma tabela para a funcao, tomando valores de x proximos de zero
pela esquerda e pela direita, e solicitou a interpretacao do valor para

O qual as imagens se aproximavam.



A opcao por iniciar pela tabela antes de uma definicao formal
retoma Thomas (2009). expressdes como “aproximar-se de" e
“tender a" constituem uma apresentacao informal do limite que
pode favorecer a construcao inicial de significado. Sob a perspectiva
de Ball, Thames e Phelps (2008), calcular as imagens mobiliza
conhecimento comum do conteudo; selecionar valores adequados,
interpretar as respostas e conduzir a distincao entre valor da funcao
e valor-limite mobiliza conhecimentos préprios do trabalho docente.
Nos registros da Figura 5, passa a aparecer com maior nitidez a
relacao entre a aproximacao dos valores de x e o comportamento

correspondentede f(x) .

Figura 5. Registros produzidos na exploracdo de valores da funcao

proximos de zero

Fonte: Acervo do autor

Em uma producdo, lé-se que [f(Xx) “se aproxima de 1", em outra,
registra-se que, quanto mais proximo de zero estiver x, mais
proximo de 1 ficara f(x) . Observa-se, ainda, uma diferencga
importante entre os dois registros quanto a forma de representacao
do conceito. No primeiro, além da descricao escrita do
comportamento de  f(x), o estudante utiliza a notacao
}iljlof(x)=1, indicando uma primeira articulacao entre a

compreensao intuitiva do processo de aproximacao e sua



representacao simbdlica. No segundo registro, embora também seja
reconhecida a relagdao entre a aproximacao de x a zero e a
aproximacdo de f(x) a 1, essa compreensao permanece
predominantemente expressa por escrito; observa-se uma tentativa
de mobilizacao da notacao de limite, posteriormente interrompida,

sem que a representacao simbodlica seja concluida.

Essa diferenca sugere niveis distintos de articulacao entre imagem
conceitual e representacdo matematica. A luz de Tall e Vinner (1981),
ambos os registros revelam elementos da imagem conceitual em
construcao, embora apenas um deles ja incorpore explicitamente a
simbologia associada ao conceito. Em termos de Fischbein (1994),
pode-se considerar que, No primeiro caso, 0 componente intuitivo
comecga a se articular a uma forma mais sistematizada de
representacao, enquanto, no segundo, predomina ainda a descricao

intuitiva do comportamento da funcao.

Essa coexisténcia reforca Fischbein (1994). o componente intuitivo
passa a dialogar com o algoritmico, pois os valores sao calculados e
organizados em tabela, mas a formalizagao ainda nao se encontra
estabilizada. O que se observa € uma ampliacdo do repertorio
utilizado para interpretar a aproximacao, e Nao uma passagem linear

ou concluida ao conceito formal.

4.3. Limite e Valor da Funcao: Conflitos e Ampliacdao Conceitual

A distincao entre o comportamento de uma fung¢ao nas vizinhancas
de um ponto e seu valor exatamente nesse ponto tornou-se mais
evidente na atividade apresentada na Figura 6. Foi considerada uma
funcao racional cujo dominio exclui x=3, e o0s estudantes

estimaram o limite por valores laterais.



Figura 6. Situacdo proposta para estimar o limite de uma funcao

racionalem x=3

Atividade 5 - Seja m: R — {3} — R definida por m(x) = %, preencha a quadro 2 para

s valores dados de x < 3 e x > 3 e estime qual o valor do limite da funcéo.

Quadro 2: Estimativa do limite da fung&o m(x) por aproximagdo lateral em x = 3

x<3 m(x) x>3 m(x)
2,900 3,100
2,980 3,020

a) Observando os valores obtidos, qual é a sua estimativa para o valor do limite
da fungéo quando os valores de x se aproximam de 37

b) A fungéo m esta definida em x = 3? Em caso afirmativo, qual é o valor da
imagem de m quando x = 37

Fonte: Ferreira (2021, p. 117 e 118)

A manipulacao algébrica € necessaria para o trabalho com limites de
funcdes racionais, mas nao pode ser separada de seu significado.
Burigato (2019) mostra como dificuldades de fatoracdao e
simplificacao podem produzir erros no calculo de limites. Em termos
de Ball, Thames e Phelps (2008), saber fatorar e calcular o limite
integra o conhecimento comum do conteudo; reconhecer o
significado de um erro e decidir como explora-lo pedagogicamente

aproxima-se do conhecimento especializado do conteudo.

Os registros da Figura 7 evidenciam niveis distintos de elaboracao
do conceito de limite e, particularmente, da relacao entre o limite de

uma funcao e sua definicao no ponto considerado.

Figura 7. Registros contrastantes sobre limite e valor da funcao em

xX=3
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Fonte: Acervo do autor

Em ambos os casos, os valores obtidos lateralmente conduzem a
aproximacao de 6. Entretanto, no registro a esquerda, embora o
estudante reconheca numericamente essa aproximacao, afirma, no
item b, que a funcao estaria definida em x=3, interpretando a
forma indeterminada 0/0 como se seu resultado fosse zero. Além

disso, nao ¢é realizada a fatoracao da expressao algébrica,

procedimento que permitiria evidenciar que, para
_ X2-9 _ (x-3)(x+3) _
m(x)= 53 = o3 =X+3 X #3-

Nesse caso, a resposta revela que o reconhecimento intuitivo do
valor para o qual a funcao se aproxima nao foi suficiente para
distinguir o comportamento da funcao nas vizinhancas de x=3 de

sua definicao exatamente nesse ponto.

Esse resultado dialoga diretamente com Burigato (2019), ao destacar
que dificuldades na manipulacao e simplificacdao de expressdes
algébricas podem interferir na compreensao do conceito de limite. A
auséncia da fatoracao no primeiro registro nao representa apenas
uma dificuldade procedimental: ela impede que se torne explicita a
relacao entre a expressao original, nao definida em x=3, e a
expressao (X +3), que assume 0s mesmos valores da expressao
original para todo x diferente de 3. Desse modo, a dificuldade

algébrica repercute na propria interpretacao conceitual do limite.



No registro a direita, por outro lado, observa-se a decomposi¢cao
correta de x2-9 em (x-3)(x+3) e o cancelamento do fator
comum, simplificando-se a expressao e obtendo-se (x+3) para
valores de x diferentes de 3. Esse procedimento é semelhante ao
discutido por Thomas (2009) ao abordar limites de funcdes racionais
a partir da analise do comportamento da funcao nas proximidades
do ponto. A reescrita da expressao permite compreender que,
embora a funcao original nao esteja definida em x =3, para valores
proximos de 3 ela apresenta o mesmo comportamento da funcao
(x+3), cujos valores se aproximam de 6. Ainda que a justificativa
apresentada no registro possa ser aprimorada, a utilizacdao da
fatoracao representa um avanco importante, pois fornece suporte
algébrico para distinguir o valor do limite da existéncia da funcao no

ponto considerado.

A diferenca entre esses registros € teoricamente relevante. O
componente algoritmico, nos termos de Fischbein (1994), aparece
na fatoracao e nos calculos de aproximacao; o componente intuitivo
mManifesta-se na percepcao de que os valores se aproximam de 6; € o
componente formal comeca a ser exigido quando se torna
necessario distinguir a existéncia do limite da definicao da funcao no

ponto.

A nocao de imagem conceitual de Tall e Vinner (1981) também é
particularmente Util nesse ponto. A resposta que identifica
corretamente o valor de aproximacdo, mas trata a forma 0/0 como
zero, mostra que uma representacao produtiva pode coexistir com
um conflito conceitual. Esse conflito sinaliza quais relacdes precisam
ser reorganizadas para que a imagem conceitual se aproxime da

definicao matematica.



A leitura dos registros evidencia, ainda, a relevancia das categorias
de Ball, Thames e Phelps (2008) para a formacao docente. Nao basta
chegar ao resultado numérico: compreender por que um
procedimento funciona, interpretar erros, reconhecer diferentes
estratégias e estabelecer relacdes entre séries, funcodes,
aproximagdes e limite constituem demandas importantes do

conhecimento matematico necessario para ensinar.

4.4, Da Aproximacao Intuitiva 3 Demonstracao Formal do Limite

A continuidade do trabalho em sala de aula passou, entao, a
deslocar o foco da identificacdao de tendéncias e aproximacgdes para
a necessidade de justificar matematicamente por que determinado
numero pode ser reconhecido como limite. Essa mudanca nao foi
tratada como ruptura com O percurso anterior, mas como
aprofundamento das ideias de aproximacao ja mobilizadas. Essa
orientacao € sustentada por Nagamine (2023, p. 15392), para quem
“pode-se partir primeiramente do modelo, considerando-se varios
exemplos, para em seguida apresentar a definicao formal via

épsilons e deltas”.

Essa progressao também responde a uma preocupacao recorrente
na literatura sobre o ensino de limites. Orfali e Ponte (2015), Messias e
Brandemberg (2015), Barto (2004), Jordaan (2005), Nair (2010), Cottrill
et al. (1996), Burigato (2019) e Fonseca e Henriques (2018) discutem,
sob diferentes perspectivas, dificuldades de estudantes para
articular imagens intuitivas, continuidade, aproximacao e definicao
formal. Tall (1991) também chama atencao para dificuldades
relacionadas a abordagens excessivamente algoritmicas ou

formalistas, distantes das experiéncias construidas pelos estudantes.



Nesse sentido, o avanco para o formal foi organizado de modo
gradual, mantendo a relacao entre significado, procedimento e

justificacao.

4.4.1. Limite de Sequéncias: Reconhecimento do Valor e

Exigéncia de Demonstracao

O primeiro movimento de formalizacao ocorreu no estudo do limite
de uma sequéncia. Apds um exemplo de aplicacdo em que se
discutiu a convergéncia de uma sequéncia racional para um valor
finito, foi introduzida a definicao formal: um numero @ ¢€ limite da
sequéncia a, se, para todo numero positivo &, existir 7, €N
tal que, para todo 7>y, vale a desigualdade |@,-a|<& ou, em

notagdo de limite, liM gn=gq.

Figura 8. Situacdo de Aprendizagem 1. demonstracdo do limite de

uma sequéncia

Situagdo de Aprendizagem 1: Demonstra¢do de limite de uma sequéncia a,,
Utilizando a defini¢ao formal de limite, justificar:
Considere a sequéncia

_2n+15
~ 5n

a) Calcule a,, paran = 10,100,1000. O que se observa sobre o limite da sequéncia?

an ,n € N

b) Demonstre o limite da sequéncia observada.

Fonte: Acervo do autor.

A insercao dessa definicao tornou explicita uma exigéncia que nao
estava presente nas atividades iniciais: ja nao bastava observar
numericamente para onde a sequéncia parecia tender. Era
necessario demonstrar que, para qualquer tolerancia & escolhida,
0s termos permaneceriam dentro da distancia prescrita a partir de

determinado indice. Essa passagem se relaciona ao que Pietropaolo



(2005) discute acerca do papel da demonstracdao na formacao
matematica e ao que a BNCC aponta ao mencionar a necessidade
de uma validacao “cada vez mais formal” das conjecturas (Brasil,

2018, p. 540).

Na Situacao de Aprendizagem 1, apresentada na Figura 8, foi

277+15
5n

alguns termos e, em seguida, com a solicitacdao explicita de

proposta a sequéncia a,= , inicialmente com o calculo de

demonstracao do limite observado. O registro da Figura 9 mostra

uma etapa intermediaria importante desse processo.

Figura 9. Registro inicial diante da exigéncia de demonstracao

formal

Fonte: Acervo do autor

O estudante calculou valores da sequéncia e reconheceu que os
termos se aproximavam de 0,4. Entretanto, no item destinado a
demonstracao, registrou apenas a indicacao do valor-limite, sem
utilizar a definicao formal apresentada. Trata-se, portanto, de uma
resposta conceitualmente distinta de uma demonstracdao. A

imagem conceitual ja contém a ideia de tendéncia, mas a definicao



conceitual ainda nao é mobilizada como instrumento de prova,
situagcao compativel com a distincao estabelecida por Tall e Vinner

(1981) entre imagem conceitual e definicao conceitual.

Esse registro também evidencia com clareza a articulagao proposta
por Fischbein (1994). O componente intuitivo permite reconhecer
gue os valores “tendem” a 0,4, o componente algoritmico aparece
nos calculos numeéricos; porém, o componente formal ainda nao se
manifesta na justificativa. Como afirma Fischbein (1994, p. 232), a
compreensao do que € rigor e coeréncia em Matematica “nao é
adquirida espontaneamente pelo estudante”. O resultado nao &,
portanto, interpretado como auséncia de compreensao, mas como
indicacdao de que a passagem para o formal ainda precisava ser

construida.

4.4.2,. Da Definicao de Sequéncia a Definicao Formal de Limite de

Funcao

Na continuidade das aulas, a definicao formal de limite de funcao foi
retomada. A passagem de sequéncias para funcdes teve a finalidade
de reforcar a estrutura logica anteriormente introduzida: uma
proximidade prescrita na imagem deve ser garantida por uma
proximidade correspondente no dominio. Para uma fungcao [,
escreve-se )/(lﬁg f(x) = [ ,quando, para todo &£>(, existe §>0-

tal que
o<|x - al<é& =|f(x)- L|l< &

Thomas (2009), Faccin (2015) e Panonceli (2017), ja mobilizados na
fundamentacao dessa investigacao, sustentam a compreensao
dessa relacao por meio das vizinhancas. Villani et al. (2012) e

Fischbein (1994) destacam a dificuldade adicional produzida pela



inversao do sentido do raciocinio: intuitivamente acompanha-se x
em direcdo ao ponto e observa-se [f(x); formalmente, fixa-se

primeiro & e procura-se um @& que assegure a condicao desejada.

Nesse momento do desenvolvimento da disciplina, o software
GeoGCebra foi utilizado como recurso tecnolégico de apoio a
representacao da definicao formal de limite. A exploracdao grafica
permitiu visualizar, simultaneamente, a vizinhanca associada a ¢
em torno do ponto &, no dominio, € a vizinhanca associada a &
em torno de [/ , na imagem, permitindo relacionar graficamente as

duas condic¢cdes da definicao formal ja apresentada.

A manipulacao dessas vizinhancgas possibilitou retomar visualmente
a dependéncia entre a tolerancia estabelecida para os valores da
funcao e a proximidade correspondente no dominio. O recurso da
tecnologia empregada teve por finalidade apoiar a passagem da
representacao intuitiva de aproximacao para a compreensao das

relacdes envolvidas na definicao formal.

Essa utilizacao dialoga com o conhecimento pedagogico e
especializado do conteudo discutido por Ball, Thames e Phelps
(2008), uma vez que a escolha da representacao tecnoldgica procura
tornar perceptiveis relacdes matematicas que, em sua forma
exclusivamente simbdlica, podem se apresentar menos acessiveis

em um primeiro contato.

Essa visualizacao assume particular relevancia diante do carater
contraintuitivo apontado por Fischbein (1994), pois permite
acompanhar graficamente a inversao propria da definicao formal:

estabelece-se inicialmente uma tolerancia & para a imagem e, a



partir dela, determina-se uma condicao ¢4 correspondente para o

dominio.

Figura 10. Situacdo de Aprendizagem 2: demonstracdo de um limite

de funcao

Situagdo de Aprendizagem 2: Demonstra¢do de um limite

Utilizando a defini¢do formal de limite, justificar:
lim(2x+1) =5
X2

Fonte: Acervo do autor

A Situacao de Aprendizagem 2, apresentada na Figura 10, solicitou a
demonstracao de um limite de funcao linear pela definicao formal.
Antes dela, foi trabalhado um exemplo em que, dado &£=0-02,
buscava-se determinar &>0 . O registro correspondente aparece na

Figura 1.

Figura 11. Registro de determinacdo de & a partir de um valor de

&£

Fonte: Acervo do autor



Nesse registro ja aparece uma mudanc¢a qualitativa em relacao a
primeira situacao de sequéncia. O estudante opera com a
desigualdade envolvendo | f(x)- .|, reorganiza-a em funcdo de
| xX-a| e obtém §= g além de particularizar 4§=0-01 para
£=0°02 . H3, portanto, mobilizacdo do componente algoritmico
articulada a estrutura formal. Em termos de Ball, Thames e Phelps
(2008), nao se trata apenas de calcular: a atividade exige
compreender a relagdao entre as duas distancias presentes na
definicao e produzir uma justificativa que possa ser explicitada no
ensino. Essa demanda aproxima-se do conhecimento especializado

do conteudo e do conhecimento pedagodgico do conteudo.

4.4.3. Determinacdao de 8 em Funcdo de & e Consolidacao

Progressiva

Na situacao seguinte, apresentada na Figura 12, a prépria proposta
coloca lado a lado duas formas de tratamento: “pela intuicao” e “pela
definicao formal”. Essa organizacao é especialmente coerente com
Fischbein (1994), para quem a atividade matematica envolve a
interacao entre os componentes intuitivo, algoritmico e formal, e
com Fonseca e Henriques (2018), que discutem a atribuicao de
significado a definicado formal mediante conexdes entre

representacdes e significados.

Figura 12. Situacdo de Aprendizagem 3. determinacdo de & em

funcao dee



Situacdo de Aprendizagem 3: Determinagdo de 6 em fungéo de ¢.

Dada a fungdo f: R — R, definida por f(x) = 3x — 2, estude o limite

L‘_r.'% f(x).
a) Pela intuigdo.
b) Pela defini¢ao formal de limite

Fonte: Acervo do autor

Na Figura 13, a resposta inicia-se pela substituicdo direta e

reconhecimento intuitivo do valor do limite. Em seguida, porém, o

estudante reorganiza [3x-2-4| como 3|(x-2)|] e chega a
i3 £

condigao |x-2| <5 .

Figura 13. Registro da Situacdo de Aprendizagem 3: da intuicdo a

relacao H=¢&/3

Fonte: Acervo do autor

Diferentemente do registro da Figura 9, a definicao formal comeca a
atuar na resolucao: a aproximacao ja nao aparece apenas como
descricao intuitiva, mas é convertida em uma condicao quantitativa

entre € e 4.

Esse tipo de coordenacao é compativel com o processo descrito por
Cottrill et al. (1996), no qual a compreensao de limite requer

coordenacdo entre processos, € com estudos posteriores que



enfatizam a necessidade de relacionar a linguagem intuitiva a

definicao formal.

Figura 14. Situacao de Aprendizagem 4. determinacao de 6 para

uma tolerancia prescrita

Situagdo de Aprendizagem 4: Determinagdo de & em fungdo de &.
Dada a fungdo f(x) = 2x + 1, x € R, determinar um niimero & > 0, tal que | f(x) — 3|
< 0,001, sempre que |[x — 1| < é.

Fonte: Acervo do autor

A Situacao de Aprendizagem 4 torna a exigéncia ainda mais
especifica: dado um valor numeérico para a tolerancia da imagem,
deve-se determinar um & que garanta a desigualdade. No registro
da Figura 15, observa-se a passagem de |(2x+1)-3]/<0°001 para 2

| X-11<0°001 e, em seguida, para uma condicao sobre |x-1].

Acompanhe:

Figura 15. Registro da Situacao de Aprendizagem 4: controle da

distdncia no dominio

Fonte: Acervo do autor



Mesmo com peguenas imprecisdes de escrita decimal, o raciocinio
passa a se estruturar segundo a ld6gica da definicao. Essa
transformacao € importante porque evidencia que a formalizacao
nao se restringe a reproducao dos quantificadores;, ela exige
compreender como uma condicado sobre f(Xx) ¢é convertida em

uma condicao sobre x .

Essa progressao também dialoga com Burigato (2019), ao evidenciar
o papel das manipulacdes algébricas na aprendizagem de limites, e
com Rezende (2003), para quem o campo semantico do Calculo
ultrapassa a mera execucao de fatoracdes e calculos. Como ressalta o
autor, “o campo semantico das noc¢des basicas do Calculo tem muito
mMais a ver com as nocdes de ‘infinito’, de ‘infinitésimos’, de ‘variaveis’
(Rezende, 2003, p. 18). As atividades formais, portanto, nao
abandonam os significados construidos anteriormente; passam a

organiza-los em uma linguagem matematica mais precisa.
4.4.4. Registro Posterior: Escolha de N em Fungdo de ¢

O registro da Figura 16 permite observar um avanco mais nitido em
relagdo a primeira tentativa de demonstracdo de sequéncia.
Inicialmente, o estudante calcula termos para valores crescentes de
7 e reconhece numericamente a aproximacao a 2. Em seguida,
passa a trabalhar com |a@,-/]|<&> simplifica a expressao e obtém
uma condicao do tipo 72> % -1. Aqui, pela primeira vez entre os
registros selecionados, ndao se tem apenas a identificacao do limite:
aparece explicitamente a necessidade de escolher um indice em

funcaode ¢.

Figura 16. Registro posterior de formalizacdo do limite de uma

sequéncia



Fonte: Acervo do autor

Esse deslocamento é exatamente um dos pontos mais dificeis da
definicao formal. Fischbein (1994, p. 238, traducao nossa) observa
que “na definicao formal, tornamos AN dependente de ¢&.
Invertemos a ordem natural do processo de pensamento”. A
resposta da Figura 16 sugere que essa inversao, ausente na primeira
situacao, comeca a ser incorporada ao raciocinio do estudante. Nao
se trata de afirmar que a formalizacao esta definitivamente
consolidada, mas de reconhecer uma mudan¢a no tipo de

argumento utilizado.

A leitura conjunta dos registros reforca, assim, a necessidade de
evitar uma oposicao simplista entre intuicao e formalizacao. Santos
(1995) ja advertia que processos de aproximacao progressivamente
mais finos podem ser abandonados ao longo da escolarizacao,

produzindo uma compreensao truncada do infinito:



“[..] o processo de construcdao dos campos numeéricos na escola
[..] € os processos de aproximacao cada vez mais finos [..] sao
abandonados ao longo do ensino ou s3o enfatizados aspectos
particulares que resultam numa ideia truncada do infinito.”

(Santos, 1995, p. 112).

Avila (1991, 1996, 2006) defende que nocdes de Célculo podem ser
trabalhadas de modo progressivo e significativo; Neto (2006) discute
possibilidades de tratamento computacional do limite; e Pietropaolo
(2005) enfatiza a relevancia da demonstracao na formacao
matematica. Em conjunto com Ball, Thames e Phelps (2008),
Shulman (1986), Tall e Vinner (1981), Fischbein (1994) e os estudos
especificos sobre limite ja citados, esses referenciais ajudam a
compreender 0 percurso observado como construcao progressiva

de significados, procedimentos e formas de validacao.

A organizag¢ao progressiva das atividades também converge com a
orientacao curricular de investigar padrdes, formular conjecturas e
reconhecer a necessidade de formas crescentes de validacao
matematica (Brasil, 2018), bem como com o0s principios de
contextualizacao e abstracao presentes em documentos curriculares

nacionais e estaduais (Brasil, 1997; Sao Paulo, 2011).

5. CONSIDERAGOES FINAIS

A luz do objetivo proposto, a analise da experiéncia docente
desenvolvida ao longo de um semestre letivo indica que a
construcao do conceito de limite ocorreu de forma progressiva, a
partir da articulacao entre compreensdes intuitivas e formas mais
sistematizadas de representacao, argumentacao e justificacao

matematica. Nas aulas regulares de Calculo Diferencial e Integral,



com licenciandos em Matematica e estudantes de Engenharia de
Software, esse percurso envolveu nocdes de infinito, infinitésimo,
convergéncia, aproximacao e limites de sequéncias e de funcdes,
sem que a passagem ao formal ocorresse de maneira imediata ou

linear.

Os registros evidenciam que, inicialmente, predominaram
interpretacdes baseadas em expressdées como “aproximar-se”,
“tender a" e “ficar cada vez menor”, acompanhadas de dificuldades
algébricas e conceituais. Posteriormente, as aproximacoes
NnumMéricas passaram a ser relacionadas ao comportamento das
funcdes e, nas atividades de formalizacao, surgiram relacdes entre
épsilon e delta e a determinacao de uma condicao para AN em
funcao de épsilon. Esses movimentos constituem indicios de
ampliacao do repertdrio utilizado pelos estudantes para interpretar e

justificar matematicamente o limite.

Esse percurso, encontrado no referencial tedrico e, igualmente, na
revisdao de literatura, permite analisar a articulagcdao entre os
componentes intuitivo, algoritmico e formal e situar essas relacdes
no ambito dos conhecimentos matematicos necessarios ao ensino.
Como contribuicao para o ensino de Calculo, os resultados reforcam
que intuicao e formalizacdo nao devem ser tratadas como
dimensdes excludentes. A aproximacgao intuitiva pode constituir um
ponto de partida para a construcao de significados, desde que seja
progressivamente articulada aos procedimentos e as justificativas

formais.

Estudos futuros podem aprofundar essa discussao em situacdes

envolvendo limites de maior complexidade e investigar como



futuros professores mobilizam essas compreensdes na elaboracao

de propostas para a Educacao Basica.
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