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RESUMO

Este artigo analisa as dificuldades enfrentadas no ensino e
aprendizagem das equacdes trigonomeétricas, evidenciadas pelo
desanimo dos agentes envolvidos nesse processo. Diante desse
cenario, a investigacao teve como objetivo elaborar uma proposta
didatica que contribua para o aperfeicoamento do ensino e da
aprendizagem das equacdes trigonomeétricas nos alunos da 11.°
classe do Complexo Escolar Delegado Eusébio Nelson, promovendo
uma aprendizagem significativa baseada no repertdrio cognitivo dos
alunos. A pesquisa foi desenvolvida com base numa abordagem
quali-quantitativa, permitindo a analise de dados relevantes.
Verificou-se que a resolucao de equacgdes trigonomeétricas exige do
aluno criatividade e dominio de diversos conteudos da
trigonometria e da matematica em geral. Nesse sentido, destaca-se
o papel do professor como mediador do processo, responsavel por
motivar e incentivar os alunos na descoberta de diferentes
estratégias de resolucdao. A proposta didatica apresentada visa
promover uma construcao menos fragmentada dos conhecimentos,
valorizando a participacao ativa do aluno. Assim, busca-se que o
estudante se torne protagonista do seu processo de aprendizagem,
atuando como construtor do seu préprio conhecimento.
Palavras-chave: Proposta didactica; Ensino e aprendizagem;

Equacdes trigonomeétricas.

ABSTRACT

This study analyzes the difficulties faced in the teaching and
learning of trigonometric equations, as evidenced by the
discouragement of the agents involved in this process. In this
context, the research aimed to develop a didactic proposal to
contribute to improving the teaching and learning of trigonometric

equations among Tith-grade students at Complexo Escolar



Delegado Eusébio Nelson, promoting meaningful learning based on
students' cognitive repertoire. The research was conducted using a
qualitative-quantitative approach, allowing for the analysis of
relevant data. It was found that solving trigonometric equations
requires students to demonstrate creativity and mastery of various
trigonometry and general mathematics concepts. In this regard, the
teacher's role as a mediator is highlighted, responsible for
motivating and encouraging students to discover different solution
strategies. The proposed didactic approach aims to promote a less
fragmented construction of knowledge, valuing active student
participation. Thus, it seeks to make students protagonists of their
own learning process, acting as builders of their own knowledge.

Keywords: Didactic proposal; Teaching and learning; Trigonometric

equations.

1. INTRODUCAO

O declive da realidade educacional tem mostrado fortes indicios
qgue, a maioria das vezes, 0os conhecimentos matematicos sao
tratados de forma teorizadas e descontextualizada, limitando e
dificultando o envolvimento do aluno no processo de ensino e

aprendizagem.

O predominio de um ensino descontextualizado dos conhecimentos
mMatematicos, “é notério em qualquer nivel de ensino a enfatizacao
da memorizacao de identidades, formulas matematicas e métodos

de resolucao” (Feijo, 2018).

A matematica, € uma disciplina que predispde de instrumentos
eficazes para compreender e dar respostas a fendmenos do

quotidiano, pois, ela estabelece relagcdbes que nos levam a



interpretacao de fendmenos e informacodes, isso € possivel, devido a
forma com que ela desenvolve e demonstra seus conceitos,
argumentacdes, meios de generalizacao, relacionamento e

conclusao. Dai que;

O raciocinio matematico € aplicado em situagcoes reais a
mais de Sexenio, onde pastores relacionavam cada ovelha
a uma pedra para ter certeza de que seu rebanho estava
completo. Mas os avan¢os adquiridos ao longo do tempo,
principalmente nos trés dltimos séculos, permitem ir alem

das aplicacbes concretas (Junior, 2015, p.179).

Nesta perspectiva, dificilmente se proporciona a construcao de
significados, fazendo com que os alunos compreendam que os
conhecimentos matematicos também, reduzem-se a férmulas, a fim
de serem aplicadas em determinadas situagdes. No entanto, é
fundamental que se tenha maior atencao quando se fala no ensino
da matematica, pois a disciplina & temida pela maioria dos
estudantes. O facto de a matematica possuir um caracter abstracto,
faz com que os alunos tenham certo receio do conteudo e muitas

vezes nem tentam compreender os conceitos abordados.

O processo de ensino e aprendizagem do conhecimento
trigonomeétrico nao se limita em estudar os angulos e lados de um
triangulo, suas aplicacbes se estendem a outros campos desta
ciéncia, tais como: analisar o calculo das equagdes trigonometricas

mMatematicamente e geometricamente.

O estudo da trigonometria € pouco explorado pelos professores

durante aulas, isso, faz com que os alunos nao se dediguem em



estudar ainda mais, deixando varias lacunas no processo de ensino e
aprendizagem. Na maioria das vezes € abordada de forma acessoria,
com métodos tradicionais, contemplando apenas assuntos
referentes ao estudo de triangulos de forma integrada com o ensino

de geometria.

Estudos preliminares realizados pelos autores desta investigacao,
durante o periodo de praticas pedagdgicas no Complexo Escolar
Delegado Eusébio Nelson, na 117 Classe, comprovou-se algumas

insuficiéncias, tais como:

e Desconhecimento de matérias das Classes precedentes e
carecem de conhecimentos ou metodologias para resolucao de

equacodes trigonomeétricas;

e Limitag¢des na variedade de exercicios do manual do aluno, que
veiculam o desenvolvimento de habilidades, particularmente
na analise de equacdes trigonométricas (RT) de angulos

negativos,

e Pouca aplicacdo das identidades trigonométricas, na
caracterizacao do dominio de uma funcao trigonométrica a

partir do | Ciclo.

e Insuficiéncias no desenvolvimento das actividades docentes,
particularmente nos exercicios e na abordagem tedrica/praticos

referentes a este conteudo.

A realidade constatada nesta esfera escolar suscitou a necessidade
de investigar a cerca de equacdes trigonométricas no ensino da
Matematica, para uma concepcao mais integradora e reflexiva de

sua didactica, que permita potencializar o processo de



aprendizagem deste conteudo e o desenvolvimento das habilidades

gue com ele se pretende desenvolver.

Isto gerou a motivagao necessaria para elaboracao do seguinte
problema: Como contribuir para aperfeicoar o processo de ensino e
aprendizagem das equacdes trigonomeétricas nos alunos da 11°
Classe do Complexo Escolar Delegado Eusébio Nelson? Com o
objectivo de responder a este problema, desenvolveu-se o seguinte
objectivo: Elaborar uma proposta didactica para contribuir no
aperfeicoamento do processo de ensino e aprendizagem das
equacdes trigonometricas nos alunos da 11° Classe do Complexo

Escolar Delegado Eusébio Nelson.

2. REFERENCIAIS TEORICOS

Uma breve abordagem histérica onde o uso de métodos da
trigonometria, incluindo as equacdes trigonométricas, ganhou
destaque, diz respeito a um desafio lancado, no ano de 1593, por um
matematico e médico belga chamado Adriaan Van Roomen, ao Rei
da Franca Henrique IV. Tal desafio consistia em resolver uma
equacao algébrica que segundo Roomen, ninguém da Franca
conseguiria resolvé-la e para defender a honra do pais, o rei
convocou ninguém menos que Francois Viete, um advogado e
administrador publico apaixonado por matematica. Segundo De
Andrade (2018), em 1953, Adrian Van Roomen, professor de
Matematica e Medicina na Bélgica, publicou um trabalho intitulado
Ideae Mathematicae, que continha, entre outros problemas
propostos, algo bastante desafiador: uma equacao de grau 45 que

em notacao atual, pode ser escrita na seguinte forma:

x® —45x® +945x* - 12300x>° + 111150x°7 — 740259x°>° + 3764565x >



+14945040x>" + 46955700x*° - 117679100x >’

+236030652x*° — 378658800x% + 483841800x2" — 488494125x ™
+384942375x"7 - 232676280x ™ + 105306075x % - 34512075x !
+7811375x° - 138500x” +95634x° — 3795x°> + +45x = A
Sendo: A =V7-VE-VE_VE

Na época, o embaixador belga apresentou esse problema a
Henrique 1V, rei da Francga, e chegou a dizer que ninguém do pais
conseguiria resolvé-lo. O rei convocou os franceses para “salvarem a
honra da nacao” e foi entdao que Francois Viete (1540-1603) entrou

nessa historia.

Viete observou que essa equacao, proposta por Roomen, poderia ser
obtida por meio da utilizacao de formulas do seno do multiplo de

um arco, e obteve muitas das suas raizes.

Um trabalho realizado por Campos (2017) apresenta o modo como
Viete, recorrendo a processos algébricos, determinou as solucdes da

equacao de Van Roomen.

Considere-se: A = 2sen(450)

Sabe-se que: sen(3a) = 3sena - 4(sena)3, é valida para qualquer a € R.
Se a = 1560 obten-se sen(450) = 3sen150 - 4(5911159)3

Considera—-sey = 2sen(150)

2sen(450) = 3y — y> = A =3y — y> ()



Se a = 560 obtém-se sen(150) = 3sen56 - 4(sen50)°

Considere - se z = 2sen(50) entao

2sen(150) = 3z — 2° <= y = 3z - 2° (2)

Sabe-se que:

sen(50) = 5send - 20(senf)’ + 16(senf)’ <= L sen(50) - & sen(B) + 3(send)’

Considere - se X = 2senb, entao:

Ax° =Lz -2x +5x° &= x° -5x7 +5x = z (3)

Substituindo3em 2e2em 1, obtem-se:

A=3y-y3=38z-2%) -(3z-2%) =33(x" —5x3 +5x) - (x° —=5x° +
5x)° 1= [3(x® - 5x% +5x) - (x° = 5x% +5x)° )3] = x® - 45x® +945x* -
12300x> + ... +95634x° — 3795x> + 45X .

Desta forma, Viete decompds a equacao inicial de grau 45 em trés
equacdes mais simples: duas de grau 3 e uma de grau 5. Observe-se
que 45 = 3*3*9 As solucdes da equacao sao obtidas pela igualdade:

X, = 2sen (0 +22<5H), ke{0,1,2, ...,44)

Solucao esta que surgiu a partir de calculos algébricos que foram
realizados através da resolucdao de uma equacao trigonomeétrica.
Dessa forma, todas as raizes podem ser calculadas e Viete foi o
primeiro matematico a fazer uso significativo de métodos algébricos
na trigonometria. Sua solucao foi apresentada no trabalho intitulado

Responsum, em 1595 e com isso, acabara-se a disputa para resolver



esse problema, e Van Roomen chegou até a viajar para a Franga para

conhecer Viete pessoalmente.

Ainda em relacao aos estudos de Roomen quanto a trigonometria,
podemos dar destaque a construcao de tabelas trigonomeétricas
com a medida mais precisa de angulos que certamente contribuiu
de maneira significativa para as diversas ciéncias como, por exemplo
a astronomia, a astrologia, as navegacdes, na matematica para o
calculo de angulos nas equacdes trigonométricas surgindo em
problemas envolvendo fenbmenos da natureza, dentre outras

ciéncias.

Segundo um estudo realizado por Goncalves e Oliveira (2007), citam
gue Roomen possuia um colega chamado Christoph Clavius, com o
qual costumava comunicar-se através de cartas que continham
assuntos da ordem técnica da matematica, como a quadratura do

circulo e a construcao de tabelas trigonomeétricas.

Christoph Clavius era influente padre jesuita que participou da
elaboracao do calendario gregoriano, além disso, foi uma forte
presenca no Colégio Romano, onde actuou como professor desde
1565 até sua morte, em 1612. De sua atividade como professor,
surgiram livros-texto, em especial o Comentario sobre os Elementos
de Euclides e o Comentario sobre a Esfera de Sacrobosco, que
influenciaram  profundamente as geracdes seguintes de

Mmatematicos e astrobnomos.

Os autores realizaram um estudo sobre as cartas e verificaram que
Van Roomen dedicou uma parte consideravel de sua
correspondéncia com Clavius aos seus estudos de trigonometria. Ele

também cita George Joachim Rheticus (1514-1574) e o padre



Christoph Grienberger, matematicos desse periodo notadamente
dedicados a construcao de tabelas trigonomeétricas. Na primeira
carta de que se tem noticia que Van Roomen enviou a Clavius, em 11
de maio de 1592, ele ja estava trabalhando na construcao de tabelas
de senos, nao para encontrar um método de construcao, mas
somente pelo exercicio matematico. A carta sem data, mas que
provavelmente foi enviada no ano de 1601 para Clavius, trata
exclusivamente dos calculos de senos, tangentes e secantes de
Rheticus e Grienberger. Apresenta também uma “Regra universal

necessaria para evitar erros nos calculos de tangentes e secantes.”

Hoje, o seno € usualmente considerado como uma funcao de uma
varidavel, enquanto nos séculos XVI e XVII era tratado como
dependendo de duas variaveis. Isso acontecia porque o raio utilizado
nas circunferéncias trigonométricas nao era unitario, COmo usamos
atualmente, mas podia assumir diversos valores na forma 10", com r
natural. Na carta de 11 de maio de 1582, por exemplo, van Roomen

menciona que estava construindo tabelas com raios de 10'°.

De acordo com Gongcalves e Oliveira (2007), em notacao moderna, se
indicarmos por Senr x o seno de um arco de medida x em relacao a

uma circunferéncia de raio 10", Podemos escrever;
Senrx =sen x -10"

Essa igualdade relaciona, portanto, um valor de seno do ponto de
vista dos séculos XVI e XVII com um valor de seno do ponto de vista
atual. As expressdes seno total (sinus totus) e raio total (radius totus),
gue os matematicos daquele periodo utilizavam, referem-se ao seno
de 90 graus, pois este tem a mesma medida que o raio da

circunferéncia.



O seno total é representado pela poténcia 10", e cada estudioso, em
principio, utilizava o raio que achasse melhor para seus calculos.
Porém, segundo van Roomen, o tamanho desse raio nao era tao
livremente escolhido, pois essa escolha depende de quantas casas

decimais sao requeridas nos resultados.

A funcao cosseno nao aparece comumente sob este nome naquele
periodo. Quando necessario, fazia-se referéncia ao seno do
complemento do angulo dado. Naquele periodo, as funcdes
tangentes e secantes sao normalmente indicadas com esses nomes.
As medidas dos senos do complemento, tangentes e secantes
também eram calculadas em relacdo ao seno total, ou seja, em

relacao ao raio da circunferéncia dada. Assim;
Senr (90° —x) =sen (90° = x) - 10" = cos x -10"
tgrx=tanx - 10"
Secr x =sec x -10r

No século XVI, muitos matematicos trabalharam exaustivamente na
construcao de tabelas trigonométricas. Van Roomen, em 1592, na
carta que enviou para Clavius, trabalhara muito com calculos
trigonomeétricos. Em 1593, na sua obra ldeae mathematicae pars
prima, traz os calculos de lados de poligonos regulares de 3, 4,5 e 15
lados, bem como dos poligonos obtidos a partir desses por
sucessivas duplicacdes do numero de lados, inscritos e circunscritos
em uma circunferéncia de raio 1028 (Goncalves e Oliveira, 2007,

0.158).

Especial a esse respeito € a carta sem data, mas possivelmente

enviada em 160, na qual a construcao de tais tabelas € o Unico tema



tratado. Essa carta pode ser dividida em trés partes: inicia-se com
uma censura as tabelas de Grienberger; em seguida, apresenta
conselhos e regras para evitar erros na construcao de tais tabelas; e,
por fim, apresenta uma segunda censura, mas desta vez as tabelas

de Rheticus.

Na primeira parte, Van Roomen escreve sobre um conjunto de
tabelas trigonométricas que Grienberger estava construindo: uma
tabela de senos, que servia também para os senos dos
complementos (nosso cosseno); uma tabela de secantes e uma de
tangentes. Tanto a tabela de secantes com a de tangentes eram
obtidas a partir da tabela de senos, através, respectivamente, das

seguintes relacoes:
Secr x = 10°" / Senr (90°-x)
Tgrx=10" - Senr x/Senr (90° -x)

Na carta de van Roomen, Gongalves e Oliveira (2007) sao informados
que a tabela de senos de Grienberger apresentava os valores com 16
casas decimais, isto €, tratava-se de uma tabela em relagao a um raio
total igual a 10'°. Suas tabelas de secantes e tangentes, por outro
lado, estavam sendo construidas para apresentar valores com 12
casas decimais, isto €, em relacao a um raio total igual a 1012. Van
Roomen, em sua censura, alerta Grienberger para o fato que é
impossivel, para alguns arcos, obter 12 casas decimais significativas
para secantes e tangentes a partir de apenas 16 casas significativas
de valores de senos. Segundo van Roomen, para que as tabelas de
tangentes e secantes fossem exatas, seria preciso um aumento de
oito digitos na tabelas de senos, ou seja, para se construir as tabelas

de tangentes e secantes desejadas seria necessaria uma tabela de



senos com 24 casas decimais. A partir dessa observagao, van
Roomen apresenta diversos conselhos para sanar os problemas das

tabelas.

O mais importante desses conselhos é apresentado na segunda
parte dessa carta, sob o titulo Regra universal necessaria para evitar
erros nos cdlculos de tangentes e secantes. E esse talvez um dos
mais sofisticados resultados de Adriaan van Roomen, em que ele
estipula o exato numero de casas que devem ser aumentadas em
um valor individual de seno ou cosseno, a fim de se obter a secante
e a tangente de um arco. Logo em seguida, van Roomen mostra
uma tabela com uma explicacao sobre o funcionamento da regra e,

por ultimo, apresenta dois corolarios obtidos a partir da dita regra.

A regra € intricada, e seu enunciado requereria uma explicagcao que
levaria este artigo para bem além dos limites desejados. Um
exemplo, contudo, pode ser esclarecedor. Em relacao ao raio total
10", tomemos o valor de seno de 1 minuto de grau, isto é sen (1'). Em
uma tabela trigonomeétrica tipica do século XVI, esse valor seria o

ndmero inteiro:
Seny,, () =sen (1) -10" = 2908882

A secante do arco do complemento de T, ou seja, a secante do arco

de medida 89° 59’ pode ser calculada a partir do valor acima como
Sec,, (89°59) =10% /2908882 = 34377468731973

O problema que surge dessa situacao, como van Roomen percebeu,
é que o valor da secante obtida a partir do seno de 1 calculado
acima é diferente da melhor aproximacao inteira para o valor dessa

secante:



secy, (89°59) =10" - sec (89°59') = 34377468192663

Assim, de fato, um valor de seno em relacao ao raio total 1010, por
Mmais exato que seja, nao pode dar o valor da secante com todas as
casas decimais corretas. A Regra universal necessaria para evitar
erros nos calculos de tangentes e secantes prové um modo de sanar
esse problema. Na terceira e Ultima parte dessa carta, Van Roomen
escreve uma censura as tabelas de Rheticus, dividida em trés

proposicoes, das quais, entretanto, somente duas sobreviveram.

As duas proposicdes remanescentes referem-se aos erros cometidos
por Rheticus na construcao de suas tabelas de tangentes e secantes,

na mesma linha dos erros de Grienberger.

Por fim, podemos perceber que ha muito tempo o0s conceitos
trigonométricos, de forma geral, incluindo as equacgoes
trigonomeétricas, eram desenvolvidos para a resolucao de problemas
nao s6 de uma matematica mais técnica, mas na resolucao de
problemas para o calculo de angulos que foram necessarios para a
confeccao das tabelas trigonométricas que conhecemos na
atualidade e que certamente ainda auxiliam em situacdes do
cotidiano que surgem nas outras ciéncias como a fisica, a

astronomia, as navegacoes, dentre outras.
2.1. Mapa conceitual

Nesta subsecdo é apresentado o mapa conceitual que estrutura os
assuntos que estdao interligados para o ensino de equacgdes
trigonomeétricas. Este recurso foi construido para fornecer uma base
e entender como se organiza a estrutura do assunto em questao

com alguns topicos necessarios para sua aprendizagem, que



auxiliaram para a construcao da Sequéncia Didatica que foi proposta

neste trabalho.

Figura 1. Mapa conceitual das equacdes Trigonométricas.
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2.2. Aspectos Curriculares das equagoes trigonométricas

Quando abordamos as equacdes trigonomeétricas, vale destacar que
este € um conteudo da trigonometria que tem caido em desuso em
grande parte das escolas publicas ao nivel de Angola. Portanto,
nesta subsecao sera apresentado um texto referente ao processo de
ensino e aprendizagem que trata sobre o ensino da trigonometria
gue nos dara suporte para entendermos melhor o porqué do nao
cumprimento deste conteddo no desenho curricular de grande

parte das escolas publicas.

Durante a seleccao de conteudos devem ser privilegiados aqueles
gue possam ser utilizados como instrumentos tedrico-praticos,

capazes de orientar a tomada de decisdes nos diferentes problemas



da vida profissional e social. Nesse processo, entretanto, é
fundamental realizar uma escolha que, por incorporar conteddos
cientificos, universais e amplos, evite o empobrecimento da

formacao.

A palavra curriculo € usada em diferentes contextos e com
diversificados significados, dentre as muitas semanticas sobre
curriculo, nesse trabalho elegeu-se a formulada por D Ambroésio
(2009), segundo a qual, curriculo € uma estratégia para a accao
educativa que envolve um conjunto de orientagdes sobre o Ensino
em um determinado nivel, onde se contemplam, de um modo geral,
objectivos, conteudos, metodologias, materiais e formas de

avaliacao.

Assim um curriculo de Matematica, deve privilegiar um modo mais
eficaz de ensinar/aprender Matematica, em que os alunos aprendem
factos, conceitos, principios, destrezas, processos de raciocinio e
estratégias de resolucao de problemas. Um curriculo tem que estar

voltado aos interesses e necessidades dos alunos.

Segundo Pacheco (2015), o professor nao deve ser “apenas o operario
do curriculo, mas também um dos seus arquitectos”. Assim é
necessario o professor ter uma atitude investigativa, criativa, critica e
reflexiva do seu proéprio trabalho, para poder imprimir nos curriculos

uma retroalimentacao sempre que necessario.

De acordo com a Lei 32/20, de 12 de Agosto Lei de bases do sistema
de educacao, no seu artigo 33° sao objectivos especificos do Il Ciclo

do ensino Secundario Geral seguinte:

1.a) Assegurar uma formacao sdlida e aprofundada numa

determinada area de conhecimento e numa das principais



linguas de comunicacg¢ao internacional,

2.b) Preparar o aluno de modo a permitir que, logo apds a
conclusao do ciclo, esteja qualificado e capacitado para

ingressar directamente Nno ensino superior.

Assim sendo faz-se necessario o fortalecimento do tema Equacodes
Trigonomeétricas fundamentais, nos programas e manuais da 11°
classe, dado que constitui requisito base para a compreensao dos
conteudos ministrados nos cursos de Ciéncias Exactas nos ISCED “s
e em alguns cursos de engenharia. De modo assegurar uma solida
preparacao cientifica, ha uma necessidade extrema de reforcar os
mManuais de Matematica e consequentemente redefinicao de alguns
objectivos, visto que um dos objectivos da educacao é: formar um
individuo capaz de compreender os problemas nacionais, regionais
e Iinternacionais de forma critica e construtiva para a sua
participacao activa na vida social, a luz dos principios democraticos

(lei 32/20, artigo 3° alinea b).

De acordo com um estudo realizado por Pereira (2013) sobre o
ensino da trigonometria no ensino médio, foi verificado que os
docentes de matematica que actuam neste nivel da educacgao, tém
caréncia de um aprofundamento histérico da trigonometria. Tais
dificuldades foram atribuidas a diversos motivos, dentre eles, a grade
curricular que possuia um conteudo programatico de trigonometria
muito extenso, a falta de afinidade dos professores com o assunto,
seu desenvolvimento historico e suas aplicagdes contemporaneas
em diversas dreas do conhecimento humano, estes fatos

provenientes de estudos de trigonometria na educacao basica.



Ainda, segundo o autor, a construcao do conhecimento matematico
apoia-se sobre suas raizes relacionando as praticas do dia-a-dia e
constitui estratégias que visam facilitar a compreensao dos
conteudos estudados. Também, considera relevante a abordagem
pedagdgica, a reflexdo e a interpretacao das origens dos factos
historicos da matematica, pois leva o aluno a sictuar-se no tempo e
no contexto social em que vivem, ajuda a criar ligagdes entre os
diferentes conhecimentos matematicos, além de lidar com
situacoes novas e com as dificeis estratégias de acao, possibilitando

uma aprendizagem significativa.

Compartilhando ainda das ideias de Pereira (2013), o autor ainda
apontou outros fatores desfavoraveis como a metodologia
tradicional, com o uso excessivo do calculo, a exploracao insuficiente
de novos recursos pedagogicos, a falta de contextualizagao e da
linguagem matematica conectadas com a realidade dos alunos,

além disso, a situacao ainda se agrava nas aulas noturnas.

Na secao a seguir, € descrita a quarta fase da fundamentacao
tedrica, que na perspectiva dos livros didacticos do ensino em

Angola aborda sobre as equacdes trigonomeéetricas.

2.3. Abordagem do Conceito das Equacdes Trigonométricas em

Livros Didaticos do Ensino Médio.

Nesta subsecao faz-se uma breve abordagem da apresentacao do
conteudo de equacdes trigonomeétricas em livros didaticos do
ensino meédio, considerando nossa proposta de estimular
desenvolver atividades que facilitem a compreensao das equacdes

do tipo seno, cosseno e tangente.



Dentro deste contexto, tem-se como objetivo, verificar se esses livros
didaticos estao adequados aos objectivos do MED e se estao
abordando o assunto de equacdes trigonométricas com
metodologias diferenciadas para o ensino e observar se existem
atividades que possibilitem ao aluno a compreensao dos conteudos.
Neste sentido, abordamos como o conteddo de equagoes
trigonomeétricas se apresenta em trés livros do subsistema de
ensino, utilizados para ensinar conteddos matematicos nas escolas
publicas de Angola, dentre eles, o conteudo de equacdes
trigonomeétricas. Estes livros sao: “Matematica 10" da autora Trindade

(2010) e “Matematica 11" da autora Maria Teresinha Tomas (2006).

Na analise do livro “Matematica 10° classe” de Trindade (2010);
verificou-se que o livro foi dividido em cinco capitulos, nestes, o
conteudo relacionado ao tratamento do ensino da trigonometria

encontra-se no quarto capitulo.

A primeira parte deste capitulo (quarto capitulo) realiza uma
abordagem completa sobre os estudos das razdes trigonomeétricas
de triangulo retangulo. Em seguida a autora faz uma abordagem
sobre a formalizacao do estudo das funcdes seno e cosseno de
angulos obtusos e nem se quer cita sobre a tangente deste angulo.
Na parte final do assunto de trigonometria, a autora trata sobre
conceitos trigonomeétricos na circunferéncia trigonomeétrica, além
disso, discorre sobre as funcdes trigonométricas seno, cosseno e
tangente, fazendo um hiperligacao com as funcdes senoides e 0s
fendbmenos periddicos sem antes abordar de forma precisa das

identidades trigonomeétricas.

Se tratando do assunto equacdes trigonométricas, a obra, no

capitulo intitulado “Matematica 10% Classe” faz uma abordagem



sobre as equacgdes sen x = sena, CcoS X = cosaetgx = tga.
Neste capitulo a autora mostra a resolucao de cada tipo de equacgao

trigonomeétrica apontando o conjunto solugao geral.

Uma curiosidade que nos chamou atencao foi de que em nenhum
momento a autora apresenta algum conceito tedrico e genérico de
equacao trigonomeétrica, tao pouco aborda um topico voltado a
atividades para os estudantes praticarem seus conhecimentos sobre
O assunto. Acreditamos que pelo fato do MED nao apresentar de
forma direta as suas competéncias especificas na area de equacoes
trigonomeétricas, alguns autores estao deixando de tratar sobre o

assunto nos livros didaticos.

Na obra intitulada “Matematica 11° Classe” da autora Maria Teresinha
Tomas (2006), contendo seis temas. A autora destina o primeiro
capitulo da obra a trigonometria, onde a autora trata das funcdes
trigonomeétricas, existe um toépico onde ha uma breve abordagem
de equacdes trigonomeétricas. Quanto ao ensino das equacdes
trigonomeétricas, a autora descreve: “as equacdes trigonomeétricas
tém infinitas solucdes, representadas de forma genérica. E que
guando um arco esta limitado a um intervalo dado, atribuimos a k
valores inteiros, determinando as solucdes que satisfazem a
equacao. Logo em seguida, mostra os casos particulares das
equacdes seno, cosseno e tangente, e trés situacdes problemas de
equacodes trigonometrica onde sua resolucao necessita do dominio

dos angulos notaveis.

Na ultima secao que traz atividades complementares, os autores
trazem treze questdes de vestibular, sendo dez de equacdes
trigonométricas que puderam ser apresentados de forma

contextualizada. Pelo fato de o assunto ter sido apresentado de



forma muito breve, nao conseguimos identificar atividades com

metodologias diferenciadas para o aprendizado dos estudantes.

Neste tdopico o autor apresenta um exemplo resolvido sobre o
assunto, além disso, traz na secao de atividades para os alunos uma
sequéncia de trés questdes diretas e mais trés envolvendo situacdes
contextualizadas. Em nossas analises, percebemos que o assunto
esta sendo exposto de forma muito breve e com um numero de
atividades bem reduzido, além disso, nao propde atividades que
instiguem os alunos a realizarem investigacdes que os ajudem a tirar

suas conclusdes sobre o aprendizado das equacdes trigonomeétricas.

Dessa forma, conseguimos identificar uma obra que estimulasse os
estudantes para trabalhar e apresentar seu raciocinio para a
atividade proposta. Mesmo assim, ainda notamos a auséncia de
mais exercicios contextualizados para o ensino de equacdes

trigonomeétricas.

Tabela 1. Introducao do conceito das equacdes trigonomeétricas.

A Esta tabela possui muitas colunas e foi cortada para impressao. Para visualiza-la

completa, acesse o artigo original em: https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-

didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-



https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage
https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage

aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?

noblockage

Fonte: Elaboracao prépria dos autores, 2026.

3. PROPOSTA DIDATICA PARA O ENSINO E APRENDIZAGEM DAS
EQUACOES TRIGONOMETRICAS.

Em funcao dos resultados obtidos no inquérito aplicado aos alunos e
professores, surge a necessidade de se elaborar uma proposta
didactica para o tratamento deste estudo, que se propde como
solucao de problema levantado. A proposta esta constituida por um
sistema de actividades planificadas e organizadas, no qual inclui um
conjunto de agcdes com vista a desenvolver o processo de ensino e

aprendizagem do estudo das equacdes trigonometricas.

A proposta tem como objectivo apresentar novos enfoques no
processo de ensino e aprendizagem das equacdes trigonomeétricas,
como uma forma de orientar e incentivar aos professores a
utilizarem conhecimentos das identidades trigonométricas e
reducao de angulos, porque sem esses conhecimentos anteriores o

coeficiente de dificuldade certamente serd maior.

Segundo Caldeira (2009), “explicitar objectivos educativos é
identificar as intencdes que se pretendem atingir com o acto

educativo”. Assim sendo, com este trabalho pretende-se:

e Propor metodologias que facilitem no processo de ensino e
apredizagem das equacdes trigonomeétricas fundamentais na

117 Classe;


https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage
https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage

e Contribuir para minorar as dificuldades e limitacdes que se
enfrentam durante o processo de Ensino e aprendizagem das

Equacdes Trigonomeétricas.

3.1. Definicao de equacao trigonométrica

Equacdes trigonométricas sao igualdades que envolvem uma ou

mais razdes Trigonomeétricas de arcos incégnitos.

Exemplos:
a.sinx =1
b.cosx =0

C.sinx -cosx =0

Resolver uma equacao trigonométrica significa determinar o
conjunto de valores dos arcos, para 0s Quais essa equacao se
transforma numa igualdade verdadeira. Para resolvermos equacdes
trigonomeétricas, devemos determinar o conjunto de arcos
trigonomeétricos estabelecidos para cada tipo de equacao. Uma
equacao trigonomeétrica pode admitir infinitas solu¢cdes no campo
dos numeros reais. Desta forma, todos os arcos congruos aquele(s)

determinado(s) também serao solucdes da referida equacao.

3.2. Solugoes particulares

Na resolucdao de Equacgdes Trigonométricas, podemos obter
solucdes particulares. Para isso, basta estabelecer intervalos dentro

dos quais essas solucdes sao verdadeiras.



As solucdes particulares podem ser obtidas a partir da solugao geral,
bastando para isso atribuir valores a k (k € Z) e verificar se a solugao
pertence ao intervalo considerado. Na verdade, ndao ha um processo
unico para resolver todas as Equacoes Trigonomeétricas. Diante disso
procuramos reduzi-las as equacdes mais simples, do Tipo
senx = a, cos x =aetgx = a denominadas equacoes

fundamentais, as quais passaremos a estudar.

Observacao: quando nao se fizer mencao do intervalo a ser

considerado, admite-se como tal, o conjunto R.

3.3. Relacoes Entre as Razoes Trigonométricas

Nao serao apresentadas as deducdes das formulas que se seguem,
porgue foge do escopo deste trabalho, em virtude da necessidade
do conhecimento das mesmas para a compreensao dos exercicios
aqui presentes faz-se constar neste trabalho.

tgX = X OU tgX = iy

— COSX =1
COth SIx ou COth X

secx = COSX

= 1
COSSeCX = iy

e Relacao fundamental

sen’x+cos’x=1

o Relacgoes derivadas

sec’x =1+tan’*x



cossec’x =1+cotg*x

e Arcos complementares

ELy

senx = cos(%— x), valida para Vx € [0, 5

cosx =sen(Z - x), valida para Vx € [0, 4]

e Arcos suplementares
sen(IT - X) = senx

cos(IT - X) = cosX

o Formula da Adicao e subtracao de arcos

sen(Xx + y) = senx cosy + seny cosx
sen(X - y) = senx cosy - seny cosx
cos(X + y) = cosX cosy -senx seny
cos(X - Y) = cosx cosy +senx seny

tgx +tgy
1-tgxtgy

tg(x+y)=
tg(X - V) = rhexay

e Formulas do arco duplo

2tg2x
1+tg*x

sen2x = 2senX cosx OU sen2x =

Cos2X = COS’ X - Sen’x ou cos2X =2C0S> X ou cos2X =1-2sen’x

1-tg*x

Ccos2X = 5
1+tg°x



e Foérmulas do arco triplo
Sen x = a

e Formula do arco metade
sen¥ = VI=S8X oy senx = VI=CgsZX

X = + cosX — + Ccos2X
cos¥ = VIESSX oy cosx = VITEEX

g% = ViFeRk, OU 18X = VIS

e Formula de transformacdo de soma ou diferenca em

produto
Sen x = a
3.4. Equacoes Fundamentais do Tipo Sen x = a
A equacao sen x = aapenasterasolucaose-1<ac<l.

Na forma geral de solucao x=(-1)k .a+kmo, k€ Z presente na
tabela anterior esta implicita a propriedade: se dois arcos tém senos

Iguais, entao eles sao congruos ou sao suplementares.

Tabela 4. Casos particulares de equacdes trigonométricas sen x mais

sensives.

Equacao Solugao

senx = 0 x=kmke&€Z



senx = 1 x=L+okmk € Z

senx = -1

X = -g+2kﬂ,k€Z

Fonte: Elaboracao propria do autor, 2024.

Exercicios resolvidos:

Resolver as seguintes equacodes:
1.3)2senx =1

Resolucao:

Figura 2. Circulo trigonométrico da equacdo seno.

Eixo dos Senos

3"Quadrante 4“Quadrante

R 330°
—V2 /2

Fonte: Mangas, 2014.

Uma solucdo imediata de 2senx =1 é x =Z | pois senZ = 1 Portanto, o
6 6 2

conjunto  solugdo da equagcao 2senx=1 ¢é dado

por:
S={x ER/x=(-)‘2+kmk € Z}.

1.b)2sen(x -¥) =v2, nointervalo 0 < x <2



Solugao:
3.5. Equacoes Fundamentais do Tipo Cos x =a
3.5. Equacoes Fundamentais do Tipo Cos x =a
3.5. Equacoes Fundamentais do Tipo Cos x =a
Fazendo k =0,temos x =Z+4 _, x =3
Fazendok =1,temos x = -Z+4+m - x =3[
Portanto: S = {31, 21}

1. c) sen3x = senx, no intervalo [0, 2]

Solucgao:

sen3x = senx, substituindo a forma geral de solucao para a equacao

sen x = a,presente natabelal, tem-se:

3.5. Equagoes Fundamentais do Tipo Cos x =a

Fazendok =0,temos x =% - 3x =X - 2x=0 - x=0

Fazendok =1,temos x = -¥+ 1 - 3Xx=-X+30 - 4x =31 - x =3[

Portanto: S = {0, 3}

3.5. Equagoes Fundamentais do Tipo Cos x =a

A equacao cos x =a,tem solucaosomentese-1<ac<l.



A forma de solucao x = +ta +km, k € Z escrita na tabela anterior,
cumpre com a propriedade: se dois arcos tém cossenos iguais, entao

eles sdo cOngruos ou replementares.

Tabela 5. Casos particulares de equacdes trigonomeétricas cos x =a

Mmais sensives.

Equacao Solucao

cosx = 0 =%+2k17,k€Z
cosx = 1 x=2km,k € Z
cosx = -1 Xx=mn+2ko,k € Z

Fonte: Elaboracao prépria do autor, 2024.

Exercicios resolvidos:

Resolver as seguintes equacodes:

1.3a) cosx =3

Solucgao:

Figura 3. Circulo trigonométrico da equacao cosseno.
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Fonte: Mangas, 2014.
Uma solugao imediata cosx =4 € x =% pois cos¥= } Portanto, o
conjunto  solugao da equagao  cosx =3 ¢ dado por:
S={x€8=z+L+kn k € Z}.

1.b) cos(x +#) =1, nointervalo0< x <2

Solucgao:

Fazendo k =0,temos x = -£+2m -~ x =3Z Portanto: S = {3Z}
1.¢)2cos(x - m)=1,nointervalo [0, 2mT]
Solugao:
2cos(X -1I)=1 - cos(X - IT) :%

X-I = i%+2k1‘!, kE€EZ - x= +%+1:r+2k1:r, kezZ V x= -%+H+2kﬂ,



x=2?ﬂ+2k1:r, kez V x:%:’+2k1:r, ke Zz

Fazendo, Fazendo k =0, nas duas expressdes anteriores obtem-se
respectivamente x =2I e x =4Z Portanto: S = {2, 41}
3.6. Equacoes fundamentais do tipo tg x = a

Aequacaotg x = a,tem solucao paratodose a € R.

Os valores de x, tais que x # &+ ki, com k € Z, que satisfazem essa
equacao podem ser obtidos a partir da formula x =a + ko, k € Z.
Que cumpre com a propriedade de dois arcos tém tangentes iguais,

entao eles sao cOngruos ou sao explementares.

Tabela 6. Casos particulares de equacdes trigonométricas tg x = a

Mmais sensives.

Equacao Solucgao
tgx =0 x=km,k € Z
tgx =1 x=4+kmo, ke Z
tg x = -1 xz-%+k1‘[,k€2

Fonte: Elaboracao prépria do autor, 2024.
Exercicios resolvidos:
Resolver as seguintes equacdes:

1.a)tgx =%

Solucao:



Figura 4. Circulo trigonométrico da equacdo tangente.

Eixo das Tangentes
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Uma solucéo imediata tgx =% é x =% pois tgh= ¥. Portanto, o

conjunto solugao da equacao tg><=‘/73 ¢ dado por:

S={x€R/x=%+kn,k € Z}.
1.b)V2tg2x =2, no intervalo de [0, 21T]
Solucao:
tg2x =% - tg2x =1
2X = %+kﬂ,k€Z - ><=%+kH ke Z
Fazendo k =0,temos x = &
Fazendo k =1, temos x =2

Fazendo k = 2, temos x =22

— — 13
Fazendo k =3, temos x = 13Z



Portanto: S = {#,2%,3, 131}
1.¢)tgx =tg2Z no intervalo 0 < x <21
Solucao:
tgx:thTH - X=5?H+k1'[, ke Zz
Fazendo, k = 0, temos: x =2 Portanto: S = {3%}
Equacoes Trigonométricas do tipo R(senx,cosx) = C

Chama-se equacao trigonomeétrica do tipo R(senx,cosx)=C, a uma
equacao trigonomeétrica, definida por uma expressao racional de
senx,cosX € constantes com a ajuda da adicdao, subtracao,
multiplicacdao ou divisao. As equacdes trigonomeétricas do tipo

R(senx, cosx) = C, dividem-se em:
o Equacdes que se reduzem a Quadraticas

Existem equacoes trigonomeétricas que desenvolvidas

convenientemente podem ser
reduzidas a equacdes do 2° grau, em senx, cosx OU tgXx.
o Algoritmos de resolucao

Se senx entra na equacdo com expoentes pares, substitui-se sen?x
por 1-cos”x e se obtém uma equacio racional com relacdo a cosx.
Do mesmo modo, se cosx entra na equagcao com expoentes pares,
substitui-se cos’x por 1-sen?’x conduz a que a equacdo seja

racional em relacao a senx. Para 0s casos em que nao aparece



senx OuU cosX, com expoente par, faz-se uma substituicao

conveniente, em funcao da criatividade do individuo.

Para estes casos em que a equacao se transforma numa equacao
quadratica, para sua resolucao emprega-se o metodo da variavel

auxiliar.

Exercicio resolvido:

Resolver a seguinte equacao:
1.a) 3senx = 2cos* x

Solucao:

3senX = 2C0S° X

Como cosx entra na equacdo com expoente par, substitui-se cos? x

por 1-sen®x porque sen’x + cos’x = 1, assim tem-se:

3senx =2c0S° X — 3senx =2(1-sen’*x)
3senx =2-2sen’x - 2sen®x +3senx -2 =0

Empregando o método da variavel auxiliar fazendo senx = y, como

-1<y <1, obtem-se:
2y* +3y-2=0

Aplicando a formula de Bhaskara (formula resolvente das equacoes

do 2° grau),
y =258 ondeA=b”-4ac.

Assim tem-se: A = 3° - 4¥2%(-2) - A =25



y=202 oy =335, y=335 V oy =238
=-2 Vy=}
Note que y = -2, ndo satisfaz a condicao dada ay
Retornando a equacao sinx = y para determiner a variavel x.
senx:% . xz%(-l)k +km, k€ Z

Portanto: S ={Vx € IR/ x :F(-l)k +kmom, ke Z}
Exercicios propostos
Resolva as seguintes equacdes em IR.

a.c0s2X = senx

b.3sen’%+cosx =1

c.V3cossec’x +2cossecx =0

d.5(ten®x-2)=1+_L_

e.tg*x-4tg*x+3=0

f.2cotgx = cossec” x

g.cotg?’x +cossecx =1

Equacoes do tipo a*senx + b*cosx = ¢



A equacao a*senx +b*cosx =c, sendo a, b e ¢ némeros reais,
representa o caso geral das equacdes trigonomeétricas simples,

quandoa=0, b=0ouc=0.

A equacao a*senx +b*cosx =0, recebe o nome de equacao
homogénea trigonomeétrica do 1° grau. Ao passo que, a equagao
a*sen’x + b*senxcosx + c*cos’x = 0, recebe o nome de equacio

homogénea do 2°graul.

De modo analogo ¢é possivel uma equacao trigonomeétrica

homogénea de qualquer grau natural n.
o Algoritmos de resolucao

As equacodes do tipo a*senx + b*cosx =0 nao tém uma unica forma
de resolucao, a sua resolucao depende sempre da criatividade, dos
habitos e habilidades do individuo e principalmente de todo um
manancial de conhecimentos sobre aritmeética, algebra e

conhecimentos especificos sobre trigonométrica de forma geral.

N3ao obstante a isso serao apresentadas algumas vias e estratégias
de resolucao das equagdes trigonomeétricas do @ tipo

a*senx + b*cosx =0

Dentre as vias existentes, podemos citar: aplicacdo do angulo
auxiliar, a aplicagcao de sistemas de equac¢des de duas variaveis e a

introducao da variavel auxiliar.
o Método do angulo auxiliar

Este método é empregado para resolver equacdes da forma



a*senx +b*cosx=c em que a, bec representam nudmeros

diferentes de zero.

Faz-se a aplicacado do meétodo do angulo auxiliar da seguinte

maneira:

a. Dividem-se ambos os membros da equacao pelo coeficiente

de senx

Ou seja, por a, obtendo-se a equacgao:

b _C
+ Y =L
senx aCOSX a

b. Substitui-se o coeficiente de cosx por tga ficando, por isso,

senx+tgacosx =¢, sendotga =2

c. Como tga=32 obtem-se senx+ gcosx=§ ou
desembaragcando de denominadores e simplificando,

sen(Xx + a) =4%cosa

d. Da igualdade tga =5, tira-se um valor «a, interessando apenas
o que verificar a condicao 0 < a < (a € o angulo auxilar). Este
valor de a substituindo na equacao da alinea anterior permite

determinar valores de x que a verificam.
Exercicios resolvidos
Resolva a seguinte equacao:

1.senx +V3cosx =1

Solucao:



senx +V3cosx =1, como 1 é coeficiente de senx na equacao dada,
esta ja se encontra na forma precisa para aplicar o indicado na alinea

b) do procedimento.
tga =3, conclui-se que a = £ e, portanto:
senx + tg cosx=1 o senxcos§+ sen3cosx cos§
sen(x+%):% - x+%:(-1 k%+kﬂ, ke Z
x=(-)'z-2+km k€ Z
Portanto: S={Vx € IR/ x = (-1)k%-%+ ko, k € Z}
Ou ainda por mais outra via, tem-se:
senx-cosx =1, sabe-se que sen(x -¥) = - cosx, entao vem:

senx +sen(x-4§) =1, pela formula de transformagcdao da soma em

produto, tem-se:

X+x-54 X+Xx-%4
Zsen(TT)cos(T?) =1

2sen(x -Lcos@) =1
( 4) (4)

2\/‘

sen(x —) =1

oy _ V2
sen(x 4 >

X - =41 +km

= (- )X +Z+km, ke Z



S={Vx €EIR/x=14¢-1)* +Z+km, k € Z}.
o Métodos da substitui¢cdao universal

O método da substituicao universal, constitui uma das vias ou
estratégias de resolucdao da equacao trigonométricas da forma

a*senx + b*cosx =c, para tal basta substituir senx e cosx por

2t g% 1-tg*s
1+tg’y  1+tg’¥

resolve.

respectivamente, fazendo tgX = u, o que facilmente se

Exercicios resolvido:

Resolver as seguintes equacoes:
a.v3senx +cosx=v3,para0<x<Z

Solucao:

a. V3senx +cosx =V3, para 0 < x <Z Substituindo senx e cosx

oor —2£9% o 1-tg’s

2 2, respectivamente vem:
1+tg°%  1+tg°%

2
2t gx +1—tg g_\/_

V3( =3
(1+tgz~’£ 1+tg*3

2VBtgx+1-tg*x
V3t g3 : g"z:\/g
1+tg >

23tgy+1-V3-(1L+\Atg’s _
1+tg°%

A fracgdo anterior € igual a zero se: 2V3tgX + 1—\/3—(1+\/§)tg22§: 0e
1+tg°%x#0

2V3tgX+1-v3-(1+V3)tg %=0



(L+V3)tg 5+ 2V3tgx+1-v3=0
Fazendo:tg¥=1u

-1+ \/§)u2 +2v/3u +1-v3 =0, aplicando a férmula de Bhaskara (formula

resolvente da equacdo do 2° grau), obté-seu=1V u=2-v3

Retornandoem tgxy=1u

Parau=1-tg¥=1o x=8+2km, k€ Z

Para =2-V3 - tg¥=2-V3 » ¥=arctg-V3)+km, k€ Z

x =2arctg(2-VvV3)+2kn,k € Z - x=2+2kn, k€ Z

Como 0 < x <%, entdo o conjunto de solugao é: S = {&, I}
1.b) sen(6m +3x)=2cos(%-x),para0< x <%

Solucgao:

Pela reducao de angulos e pelo teoremo do complemento, tem-se

que:

sen(6m +3x) = sen3x e cos(#-x)=senx, substituindo na equagao

teremos:
sen3x =2senx
3senx -4sen’x =2senx

senx-4sen®x =0



senx(l-4sen®*x)=0
senx=0 v 1-4sen’x =0

x, =km v -4senx = -1 - sen’*x =

EN[E

x; =kmv senx=FVI - senx=F1}
X; =kmv x,3=+%+kno
S = (ki &, 5}
o Método da aplicacao de sistemas de duas variaveis

A equacao a*senx +b*cosx=c, sendo a, b e ¢ ndmeros reais

conhecidos, pode ser resolvida mediante o seguinte sistema:

{ a*segx + b*cgsx =C
sen“x+cos x=1

Fazendo senx=u e cosx = v, obtem—se o sistema:
{ a"{llf :g;u::lc
Exercicios resolvidos.
Resolve as seguintes equacdes em R.
1.a) senx- cosx=0

Solugao:

senx- cosx=0



senx- cosx=0 (I)

Formando o Sistema tem-se: { semx+cos’x=1 (II)

Fazendo senx=ue cosx=v, obtem-se 0 seguinte sistema:
( u-v=0 (I
ut+vi=1 (I

De (I) tem-seu =v

Substituindo u por v em (1), vem:

N1

u2+u2=1ﬁ2uz=1ﬁu =%ﬁuzi

U1:

N

\/72‘/11

Parav, = - tem-se: u = - %

senx
COoSsX

-~ X=3m+2kn, ke Z

RIS

Obs: como senx e cosx sao negativos e valem ambos % entao o
argumento é do Ill quadrante, e é igual a 3. Determina-se os arcos

cdngruos a este mesmo argumento adicionando 2k1I.

senx =
COSX =

SISEIS

- x:%+2k1:r, ke z

Portanto: S ={Vx € IR/x=4+2kn V x=3m+2kmn, K€ Z
o Equacoes factoraveis

As equacdes cujos membros apresentam somas de senos ou
cossenos, podem ser resolvidas com o auxilio das formulas de

transformac¢ao em produtos.



Exercicios resolvidos
Resolva a seguintes equacgao:
a.sen3x +sen2x =0
Solucao:
sen3x +sen2x =0
2sen(3x452X) + cos(252X) =0
sen(z)+cos¥)=0 - sen(x)=0V cosx) =0
sen>)=0 - %=kmo - x=8kn, k€ Z
cos(})=0-3¥=8+kn - x=nm+2kmo, K€ Z
Portanto: S={Vx € IR/x=2kn V x=m+2km, k € Z}
Exercicios Gerais.
Resolver as seguintes equacodes:
a.sen3x + senbx = sen4dx
b. sen3x +sen5x +1cos5x =0
c.sen2x +3senx =2,nointervalo 0 < x <2m.
d.sen2x +5senx +5cox +1=0

e.3senx -4cosx =5



f.sen(x-%)=sen#-x), nointervalo0< x <1

g.cosx -V3senx = cos3x

h. sen®x +2V3senxcosx +3co0s’x =0

i.3senx -5cosx+5=0

j.cos4x +2cos*x =1

K. V3-tgx =tg%-x)

.1+ senx =2cosx, nointervalo0< x <2m

4. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O estudo foi realizado na escola primaria, I° e |I° ciclo do ensino
secundario “Delegado Eusébio Nelson”"/centralidade do Dundo,
Destrito urbano do Mussungue, criada pelo decreto executivo n°
123/2014. Teve o seu arranque em 2014, aguardando assim a sua
inauguracao, funciona nas instalacdes propria, construida de raiz, na
centralidade do Dundo, com trés pisos, composta por quarenta e
duas salas de aulas, noventa turmas, funcionando em trés turnos,
com racio de quarenta e cinco alunos por turma, e com capacidade
de albergar 5.670 alunos em trés periodos, possui trinta e trés
escritorios, trés salas de ciéncias, trés salas de musicas, trés salas
para profesores, duas salas de reuniao, uma sala de arrecadacao, um
patio interior, uma sala de ginagio, um refeitdério, um campo de
futebol, quatro campos de basquetebol, uma pista de atletismo,
uma cozinha, catorze casas de banhos para alunos, profesores e
funcionarios em geral e uma casa de banho para cada Directoria-

Geral.



Para a construcao da investigacao, foi aplicado uma entrevista ao
subdiretor pedagdgico com o objetivo de ter uma caracterizacao
sociopedagodgica da escola, tendo em conta que a formacao de
estudantes passa pelos aspectos cognitivos e socio-afetivos, ou seja,
da inter-relacdo e interdependéncia entre as condi¢cdes internas
(desenvolvimento actual e potencial de estudante) e as condic¢des
externas (condic¢des sociais de vida e educacao), pelo que, o primeiro
aspecto significativo mostra que a escola localiza-se em uma zona
urbana onde as relacdes sociais sao avaliadas como aceitaveis e o
nivel de desenvolvimento dos habitantes se considera médio; o que
induz aos investigadores a conclusao de que o meio socio-afectivo

em que se desenvolve este processo é parcialmente favoravel.

Este pesquisa contou com 8 professores de matematica, destes
apenas 3 lecionam 11° Classe, estes indicadores conduziram aos
autores deste trabalho investigativo a conclusdao de que é um
coletivo de experiente, pois tém mais de 10 anos, ademais é
adequado nivel de preparacao para este tipo de ensino, pois os trés
sao licenciados, além disso a experiéncia de trabalho na 117 Classe é
superior aos quatro anos para os trés professores que trabalham na

Classe.

Outro aspecto avaliado com a entrevista ao subdirector pedagogico
da escola teve como foco a avaliacao da apreciagao deste quadro de
direccao quanto ao nivel de preparacao do colectivo pedagdgico e
estudantil, assim como a motivacao destes Uultimos para seu
desempenho, do qual se conclui que o foco deste quadro de direcao
é parcialmente objectiva, posicao que resulta como conservadora se
levada em conta os resultados de outros instrumentos como a prova

pedagdgica.



Por fim, efectuou-se uma investigacao bibliografica abordando o
assunto do trabalho, apds a leitura, uma investigacao de campo em
gue os alunos da 11° Classe do curso de “Ciéncias Fisicas e Biologica”
foram submetidos a uma prova pedagdgica com determinados

exercicios do tema proposto.

4.1. Analise e Interpretacao de Dados

A analise e interpretacao de dados desta investigacao, para além de
técnicas estatisticas que permitiu a tabulacao, a elaboracao de
graficos, a quantificacao e calculos de percentagens dos dados
recolhidos, foi feita também, tendo em conta os principios de
inducao e deducao da informacao recolhida. Pois, permitiu tirar
ilacdes dos aspectos particulares, constatados para cada um dos
inquiridos, em concluir com precisao de forma geral. De acordo com
o Marconi e Lakatos (2003) a “inducao € um processo mental, por
intermédio do qual, partindo de dados particulares, suficientemente
constatados, infere-se uma verdade geral. Pois, € um método de
analise (pp. 108-109).

4.2. Populacao e amostra

A presente investigacao teve uma populacao de 64 individuos, dos
guais, um subdirector pedagogico, trés professores de Matematica e
seiscenta alunos da 11° Classe, correspondente a duas salas do
Complexo escolar Delegado Eusébio Nelson. Desta populacao, foi
selecionada intencionalmente uma amostra de 31 individuos
correspondente a 48,43%, dos quais um (1) professor de Matematica

e 30 alunos da 112 Classe.

Vale salientar que a amostra foi seleccionada intencionalmente em

funcdao do histérico dado, isto €, das duas turmas inqueridas



seleccionou-se uma turma em funcao da assiduidade e do
rendimento escolar dos estudantes. Ja o professor, foi o Unico que

prestou informacao precisas referente a investigacao.

4.3. Analise e Discussao de Resultados Sobre Inquérito Aplicado

Passou-se de seguida a presentar o estado atual da problematica
em estudo, com base nos resultados obtidos durante trabalho de
investigativo do campo realizado, com a participacao de professores

e alunos inqueridos.

Dos 31 individuos que constituiram a amostra desta investigacao, 30
sao alunos, correspondente a 96,77% da amostra, dentre estes, 13 do
género masculino, correspondente a 43,33% e 17 de género feminino
56,66%. Um (1) professor do género masculino, correspondendo
100%. Tendo em conta o objetivo da investigacao, os autores deste
trabalho procuraram caracterizar o professor quanto ao tempo de
servico, onde pode-se constatar que o professor inquirido tem mais
de 10 anos de servico como professor de Matematica, sendo

Licenciado em ensino de Matematica.

4.4. Resultado dos professores

Os resultados obtidos mediante o inquérito por questionario
aplicado ao professor de Matematica, composto por seis questdes e
uma observacao, que vao desde as causas, a importancia de ensinar

ou aprender as equacdes trigonomeétricas.

Tabela 2. Caracterizacao das questdes inqueridas aos professores de

matematica.

N° Questdes Fr %



Qual é aimportancia de ensinar 1
0 conteudo das equacdes
trigonomeétricas no ensino

meédio?

Que avaliacao te auto-atribuis 1
quanto a sua preparacao para

ensinar as equacoes

trigonomeétricas em

correspondéncia com as

exigéncias para o programa

deste nivel de ensino?

Considera que o programa da 1
disciplina de matematica ajunta-

se as exigéncias do ensino

meédio?

Quais sao suas dificuldades 1
profissionais enquanto professor

de matematica no ensino

medio?

Utiliza outros livros de 1
matematica além dos livros

didaticos de reforma para

preparacao da sua aula?

Classifiqgue a turma dos seus 1
alunos em trés niveis de
aprendizagem

Quais sao as principais 1
insuficiéncias que o senhor

professor observa na

aprendizagem dos seus alunos e
explique brevemente as causas

das mesmas

1 + (sinx)? _

2
+ (tan 1
1- (sinx)2 1 (t X)

Prove que:

100

100

100

100

100

100

100

100



9 Reduz para o primeiro 1 100
guadrante:
a) sin280° b) cos340°

10 Determine o conjunto solugao 1 0
da seguinte equacao
trigonomeétrica:

2 -2cosX = sinX*tanXx

Fonte: eclaboracdo propria dos autores a partir dos inquéritos

aplicado aos professores, 2024.

Durante a qualificacao, os autores atribuiram ao Professor 100% nas
questoes de 1 a 9 e 0% na questao n° 10, consoante as respostas
dadas pelo Professor através do questionario. Como pode se ver na
tabela acima, a atribuicao dos 100% ao Professor nas questdes1a 9, e

conclui-se da seguinte maneira:

Nas primeiras noves questdes, o Professor aponta que tem uma
base de conhecimento sdlida, sobre a trigonométrica, também
considera importante ensinar as equacodes trigonomeétricas, “pois,
ela desenvolve o raciocinio l6gico que possibilitara o entendimento

de questdes complexas na univrsidade”.

A décima questao, surprendentemente aponta para 0%. Deixando
claro a importancia de se relacionar os concenhimentos anteriores
as equacgdes trigonomeétricas e a capacidade de se desenvolver o
raciocinio légico na manipulacao desses conhecimentos para
facilitar a resolucdao de certos exercicios ligados as equacdes

trigonomeétricas.

4.5. Resultados dos alunos



Passemos de seguida, a apresentar os resultados obtidos pelos
alunos, apartir do questionario aplicado a eles, importa realcar que o
guestionario aplicado aos alunos teve como objetivo, identificar
desde ja as dificuldades dos alunos, no que diz respeito a
assimilacdo dos conteudos das equacdes trigonométricas,
plasmados no programa de matematica da reforma educativa, no
ensino médio. Por esta razao foi lhes aplicado trés questdes: destas,
uma centrada nas identidades trigonomeétricas, uma voltada para a
reducao de angulos, e por dltimo, uma questao directamente ligada

as equacoes trigonomeétricas.

Tabela 3. Caracterizacao das questdes inqueridas aos alunos.

A Esta tabela possui muitas colunas e foi cortada para impressao. Para visualiza-la

completa, acesse o artigo original em: https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-

didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-

aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?

noblockage

Fonte: elaboracao propria dos autores a partir dos inquéritos

aplicado aos alunos, 2024.


https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage
https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage
https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage
https://revistatopicos.com.br/artigos/proposta-didatica-para-mitigacao-das-dificuldades-enfrentandas-no-processo-de-ensino-e-aprendizagem-das-equacoes-trigonometricas-na-11-classe-uma-visao-docente?noblockage

A tabela a cima, espelha os resultados das questdes aplicadas no
questionario sobre as identidades trigonométricas, reducao de
quadrantes e equacdes trigonomeétricas, com objetivo de identificar
as dificuldades e ter uma ideia do nivel de conhecimento que os
alunos possuem no que concerne a problematica em estudo. Estes
alunos, mostram um coeficiente negativo do nivel de
conhecimentos sobre equacdes trigonomeétricas. Com base nos
dados descritos na tabela a cima, fez-se uma caracterizacao singular

das questdes 1,2 e 3.

Grafico 1. Caracterizagdo da primeira questao, (Q,)

m Certo

® Errado

Errado
90%

Fonte: elaboracao propria dos autores a partir dos inquéritos aplicado aos

alunos, 2024.

Interpretacao do grafico 1: O grafico acima revela que dos trintas
(30) alunos inqueridos, trés (3) destes, correspondente a 10%,
resolveram com éxito a questao relacionada as identidades
trigonomeétricas. Vinte e sete (27) dos inqueridos, correspondente a

90% resolveram errado a mesma questao.

Grafico 2. Caracterizagao da segunda questao,(Q,).



100%

80%

20%

0%

Alneaa) Alineab)
N Certo M Errado

Fonte: elaboracdo prépria dos autores a partir dos inquéritos

aplicado aos alunos, 2024.

Interpretacdao do grafico 2.2: O grafico acima espelha que; dos
trintas (30) alunos inqueridos, vinte e um (21) destes, correspondente
a 70%, resolveram com éxito a questao relacionada a reducao de
angulos da alinea a), nove (9) destes, correspondente a 30%, nao
resolveram com éxito a questdao. Ja na alinea b), quinze (15) dos
alunos inqueridos, correspondente a 50% resolveram com éxito e
quinze (15) destes, correspondente a 50% nao resolveram com éxito a

questao.

Grafico 3. Caracterizagao da terceira questao,(Q,)

100%

70%
60%
50%
40%
30%

10%
0%

Alineaa Alneab
m Certo W Errado

Fonte: elaboracdo propria dos autores a partir dos inquéritos

aplicado aos alunos, 2024.
Interpretacao do grafico 3: O grafico acima espelha que; dos trintas
(30) alunos inqueridos, sete (7) destes, correspondente a 23%,

resolveram com éxito a questao relacionada a equacao

trigonomeétrica da alinea a), vinte e trés (23) destes, correspondente a



77%, nao resolveram com éxito a questao. Ja na alinea b), cinco (5)
dos alunos inqueridos, correspondente a 17% resolveram com éxito, e
vinte e cinco (25) destes, correspondente a 83% nao resolveram com

éxito a questao.

Com base as interprestacdes feitas a cada questao (graficos), se pode
constatar nestes alunos um coeficiente negativo do nivel de

conhecimentos referente as equacdes trigonomeétricas

5. CONSIDERAGCOES FINAIS

O estudo das equacdes trigonomeétricas esta subordinado a muitos
conhecimentos matematicos, desde a algebra, aritmética e a propria
trigonometria de forma especifica. A necessidade de propiciar uma
perspectiva globalizante do conhecimento matematico sobre
trigonometria de modo a entende-la de forma integrada e o facto de
as competéncias mobilizarem multiplos saberes para a accgao,
desenvolveu-se o trabalho sob o tema: Proposta didactiva para o
processo de ensino e aprendizagem das equacdes trigonomeétricas
nos alunos da 11° classe no complexo escola delegado Eusébio

Nelson.

As equacoes trigonomeétricas integram a propria trigonometria, visto
que para sua resolucao € necessario que o aluno tenha dominio das
relacdes trigonométricas fundamentais, derivadas, as formulas de
arcos complementares e suplementares, as formulas de adicao e
subtraccao de arcos, formulas do arco duplo, arco metade e as
formulas trigonomeétricas de transformacao logaritmica. Ou seja, a
resolucao das equacodes trigonomeétricas do tipo
senx =a, cosx=a e tgx=a, estdo subordinadas a todo um

aparato muito forte sobre os conhecimentos de Trigonometria.



A proposta que se apresenta, para elevar a qualidade de Ensino e
Aprendizagem e minimizar as dificuldades encontradas no processo
de Ensino-Aprendizagem das Equacdes Trigonomeétricas, fazendo
uso de meétodos activos, demonstrou ser exequivel e pertinente
segundo a avaliacao positiva realizada pelos peritos;, A proposta

possibilita que:

e Os professores que leccionam a 11° classe e nao s, tenham um
guia em que se possam apoiar para o Ensino das equacdes

trigonométricas da forma: senx =a, cosx=a e tgx = aq;

e Os alunos podem desenvolver o pensamento reflexivo e
abstracto e integrado da trigonometria mediante a inclusao

dos conteudos e objectivos presentes na proposta.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ANGOLA. Lei n.° 32/20, de 12 de agosto de 2020. Altera a Lei n.° 17/16,
de 07 de outubro — Lei de Bases do Sistema de Educacao e Ensino.

Luanda: Diario da Republica de Angola, 12 ago. 2020.

Caldeira, Maria Filomena Seran. Aprender a matematica de uma
forma ldcida: a importancia dos Materiais para uma aprendizagem
significative da Matematica. Lisboa, Escola Superior de Educacaoj

Joao de Deus, 2009. Tese de Doutoramento.

CAMPOS, Inés da Silva Pinto. Trigonometria: encantos e recantos de
uma abordagem  didatica. 2017. Tese (Doutorado em
Educacdo/Ensino de Ciéncias e Matematica) — Universidade Federal

de Campina Grande, Campina Grande, 2017.



DE AMBROSIO, Ubiratan. interdiciplinaridade. 2. Ed. S3o paulo, palas
Athena, 2009

DE ANDRADE, Lenimar Nunes. Trigonometria e equacdes

polinomiais. Revista do Professor de Matematica, 2018.

FEIJO, Rachel Saffir Araldjo Alves. Dificuldades e obstaculos no
aprendizado de trigonometria: um estudo com alunos do ensino
meédio do Distrito Federal. 2018. 108 f. Dissertacao (Mestrado em
Educacao) — Universidade de Brasilia, Brasilia, 2018. Disponivel em:
https://repositorio.unb.br/bitstream/10482/32144/1/2018_RachelSaffirA
raujoAlvesFeijo.pdf. Acesso em: 24 fev. 2026.

GONCALVES, Carlos H. B.; OLIVEIRA, Zaqueu Vieira. A atividade
matematica de Adriaan van Roomen. Revista Brasileira de Histdria

da Matematica, 2007.

I[EZZI, Gelson. Fundamentos de matematica elementar:

trigonometria. 9. ed. Sao Paulo: Atual, v. 3, 2016.

JUNIOR, Carlos Alberto Martinho. Uma sequéncia didatica para o
ensino de equacdes trigonometricas. 2015. Dissertacao (Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica) — Universidade do Estado do

Para, Belém, 2015.

MANGAS, Evaristo José das. Proposta de introducao do tema
equacdes trigonomeétricas da forma R(sen X, cos x = ¢) no Capitulo I:
Trigonometria, no programa da 11° classe do Il Ciclo do Ensino
Secundario. 2014. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduacao em
Ensino da Matematica) — Instituto Superior de Ciéncias da Educacao

da Huila, Reparticao de Matematica, Lubango, 2014.


https://repositorio.unb.br/bitstream/10482/32144/1/2018_RachelSaffirAraujoAlvesFeijo.pdf
https://repositorio.unb.br/bitstream/10482/32144/1/2018_RachelSaffirAraujoAlvesFeijo.pdf

MARCONI, Marina de Andrade; LAKATOS, Eva Maria. Metodologia do
trabalho cientifico. 7. ed. Sdo Paulo: Atlas, 2003.

PACHECO, Marina B.; ANDREIS, Greice S. L. Analise na rede publica
estadual de ensino de Caxias do Sul das causas das dificuldades de
aprendizagem em Matematica: percepcao de professores e
estudantes do 3° ano do ensino médio. REMAT: Revista Eletréonica da

Matematica, v. 1, n. 1, p. 1-15, 2015.

PEREIRA, C. S. Aprendizagem em trigonometria no Ensino Médio:
contribuicées da teoria da aprendizagem significativa. 1. ed. Jundiat:

Paco Editorial, 2013.

TOMAS, M. T. Matematica 112 Classe. Luanda: Editora Moderna, 2006.

TRINDADE, F. M. P. Matematica 107 Classe. Luanda: Editora Moderna,
2010.

T Mestrando em Metodologia de Ensino da Matematica pelo
Instituto Superior de Ciéncias da Educacao de Benguela (ISCED-
Benguela). ORCID: https://orcid.org/0009-0003-3808-8386. E-mail:

acesse o artigo original para visualizar o e-mail

2 Licenciado em Ciéncias da Educacdo na especialidade de Ensino
de Matematica pela Escola Pedagdgica do Dundo da Universidade
Lueji A "'nkonde (EPD-ULAN). ORCID: https://orcid.org/0009-0009-

5652-9214. E-mail: acesse o artigo original para visualizar o e-mail


https://orcid.org/0009-0003-3808-8386
javascript:void(0)
https://orcid.org/0009-0009-5652-9214
https://orcid.org/0009-0009-5652-9214
javascript:void(0)

