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RESUMO

O artigo aborda a relevancia da aritmetizacao da tabela verdade na
l6gica matematica, destacando sua aplicabilidade em diversas areas,
incluindo a facilitacao do aprendizado. Ao associar valores numeéericos
as proposicdes e operadores |o6gicos, essa abordagem simplifica a
analise e a prova de teoremas, transformando problemas I6gicos em
questdes aritmeéticas mais acessiveis. Alem disso, a aritmetizacao
oferece uma base sdlida para a formalizacdao de sistemas
computacionais, permitindo a implementacao de algoritmos de
decisao e verificacdao automaticos. No contexto educacional, essa
técnica torna os conceitos fundamentais da I6gica matematica mais
compreensiveis, proporcionando aos estudantes uma visao clara das
relacoes entre as proposicdes e 0s resultados das operacdes logicas.
Essa abordagem prepara os estudantes para enfrentar desafios mais
complexos, promovendo uma compreensao mais profunda dos
principios da logica proposicional e da algebra booleana.
Palavras-chave: Aritmetizacao; Tabela verdade; Logica

Proposicional.

ABSTRACT

The article addresses the relevance of arithmetization of truth tables
in mathematical logic, highlighting its applicability in various areas,
including facilitating learning. By associating numerical values with
propositions and logical operators, this approach simplifies the
analysis and proof of theorems, transforming logical problems into
more accessible arithmetic questions. Additionally, arithmetization
provides a solid foundation for the formalization of computational
systems, allowing the implementation of automatic decision and
verification algorithms. In an educational context, this technique
makes fundamental concepts of mathematical logic more

understandable, providing students with a clear view of the



relationships between propositions and the results of logical
operations. This approach prepares students to tackle more complex
challenges, promoting a deeper understanding of propositional
logic and Boolean algebra principles.

Keywords: Arithmetization; Truth Tables; Propositional Logic.

1. INTRODUCAO

A Logica Matematica tem aplicacdes concretas extremamente
importantes, em diversos dominios, uma das mais notaveis € a sua
utilizacdao no projeto e no funcionamento dos computadores
eletrénicos modernos (Ferreira, 2001). A Logica pode ser utilizada
para auxiliar nos processos de ensino e de aprendizagem da
Matematica, ndao somente em relacdo ao simbolismo ou a
fundamentacdao do campo, mas também na estruturacao do

pensamento (Casal, 2018).

Em Buss (1991), € apresentada a ideia de traduzir a tabela verdade
como um polindmio, afim de reduzir o tempo de tratamento destas
tabelas, reduzindo o grau de complexidade delas usando algebra
Booleana. Como pode ser visto em Quine (1952), a compreensao de
que reduzir a complexidade do processo de obtencao do valor |6gico
de uma tabela verdade pode favorecer o tratamento l6gico de uma

proposicao composta.

Assim como em Premo (1963), este artigo apresenta uma
abordagem simples, mas rigorosa, desenvolvendo um modelo
mMatematico para reduzir a complexidade na obtencao dos valores
l6gicos de tabelas verdades. SGo mostrados métodos detalhados de
calculos l6gicos onde todas as operacdes logicas estao envolvidas.

Os métodos da légica booleana sao combinados com as teorias



algébricas para determinar uma rotina operacional que reduz o
tempo do calculo, o que facilita a compreensao dos topicos e pode

ser aplicado computacionalmente.

O conceito de algebra booleana foi proposto pela primeira vez pelo
matematico inglés George Boole em 1847. Desde entdao, a
concepcao original de Boole (1947) tem sido amplamente
desenvolvida e refinada por algebristas e |ogicos. As relacdes entre
algebra booleana, algebra dos conjuntos, |[6gica e aritmética binaria
proporcionaram a algebra booleana um papel central no
desenvolvimento de computadores digitais eletrénicos (Goodstein,

2007).

O presente trabalho tem o objetivo de realizar a aritmetizacao da
tabela verdade por meio da definicao de func¢des associadas aos
conectivos da l6gica proposicional, permitindo determinar
diretamente os valores |6gicos de proposicdes compostas a partir
dos valores logicos das proposicoées simples. Justifica-se tal
empreitada no fato que a aritmetizacdao da tabela verdade é
fundamental para avaliar e melhorar a eficiéncia de circuitos |6gicos,
especialmente em sistemas digitais complexos, onde o tempo de
resposta € critico (Da Silva Filho, 1997). Além disso, a aritmetizacao
pode facilitar o entendimento dos conceitos de tabela verdade que,
segundo Chinn & Duncan (2021), apresenta uma grande dificuldade

para muitos estudantes.

2. ALGEBRA DOS CONJUNTOS

Intuitivamente elementos podem ser compreendidos como o0s
objetos basicos que constituem os conjuntos. Para fins de notacao,

utilizaremos letras minusculas do alfabeto, em italico (a, b, ¢, X, y, ...),



para representar os elementos, e letras maiudsculas (A, B, X, ..) para

representar os conjuntos. (Whitesitt, 2012).

Segundo Goodstein (2007), o desenvolvimento mais intuitivo das
algebras booleanas surge do conceito de algebra de conjuntos.
Sejam S={a b cteT={a, b, ¢, d e} dois conjuntos constituidos por
trés e cinco elementos, respectivamente. Dizemos que S € um

subconjunto de T, uma vez que cada elemento de S (ou seja, a, be ¢

pertence a T. Como T tem cinco elementos, existem 2° subconjuntos
de T, pois podemos escolher qualquer elemento individual para ser
incluido ou omitido de um subconjunto. Observe que esses 32
subconjuntos incluem o proéprio T e o conjunto vazio (@), que nao
contém nenhum elemento. Se T contém todos os elementos do
dominio do discurso, ele é chamado de conjunto universo. Dado um
subconjunto de T, tal como S, podemos definir o complemento de S
em relacdo a um conjunto universo T como consistindo
precisamente daqueles elementos de T que nao estao incluidos no
subconjunto dado. Assim, S, conforme definido acima, tem como
complemento (em relacao a T) SC = {d, €}. A unido de quaisquer dois
conjuntos consiste nos elementos que estao em um ou outro ou em
ambos os conjuntos dados; a interseccao de dois conjuntos consiste
nos elementos que estao em ambos 0s conjuntos dados. Usamos o
simbolo U para denotar a uniao de dois conjuntos e n para denotar
a intersecao de dois conjuntos. Por exemplo, se B = {b, d, €}, entao B
US=1{a b c d e e Bn S = {b). Embora outras operacdes de
conjunto possam ser definidas, as operacdes de complementacao,

unido e interseccao sao fundamentais.

O simbolo, €, sera usado para denotar uma relagao de
pertencimento valida entre um elemento e um conjunto, nessa

ordem. Podemos escrever, por exemplo, a € S, e ler este simbolo “a é



um elemento do conjunto S". Sera assumido que para cada
elemento a e cada conjunto S em qualquer discussao € possivel
determinar se a relacdao a €S € valida ou ndo. Diremos que o
conjunto S é igual ao conjunto T, e escreveremos S = T, se e somente
se os dois conjuntos forem idénticos, ou seja, contém exatamente os
mesmos elementos. Se um conjunto S consiste inteiramente de
elementos que sao membros de um segundo conjunto T, dizemos

que S € um subconjunto de T e escrevemos S C T (Whitesitt, 2012).

A algebra booleana é um conjunto finito ou infinito de elementos
com trés operacdes — negacao, adicao e multiplicacdao — que
correspondem as operacdes definidas de complementacao, unidao e
intersecao, respectivamente. Entre os elementos de uma algebra
booleana existem dois elementos distintos: O, correspondente ao
conjunto vazio; e 1, correspondente ao universal. Para qualquer
elemento a de uma algebra booleana, existe um complemento
unico a’ com a propriedade que a + @’ =71 e (a.a) = 0 (Goodstein,
2007). Tanto a adicao quanto a multiplicacao booleana sao
associativas e comutativas, assim como a adicao e a multiplicacao
algébrica, mas, exceto essas propriedades, as outras propriedades

sao um tanto diferentes (Goodstein, 2007).

3. A LOGICA PROPOSICIONAL E AS TABELAS VERDADE

A logica proposicional € um ramo da I6gica matematica que estuda
as relacdes logicas entre proposicdes (ou declaracdes, sentencas,
afirmacdes) tomadas como um todo e conectadas por meio de

conectivos logicos (Brilliant, 2024).

Uma proposicao € um conjunto de palavras ou simbolos que

exprimem um pensamento de sentido completo. Uma proposicao



simples € aquela que nao contém outra proposicao como parte
integrante de si mesma. Enquanto que as proposicoes compostas
sao aquelas feitas pela composicao de duas ou mais proposicdes

simples (De Castro, 2011).

Usualmente as proposicdes simples sao representadas por letras
minusculas (a, b, ¢, ..) e as proposicoes compostas por letras
maiusculas (A, B, C, ...). O valor l6gico de uma proposicao é a medida
de quanto ela é verdadeira ou de quanto ela é falsa. Dizemos que
uma proposicao tem valor [6gico verdade (V) se ela € verdadeira e

valor logico falsidade (F) se ela é falsa (Levada, 2017).

Uma tabela-verdade apresenta todos os valores |ogicos possiveis
para proposicdes simples, ao combinar varias proposicdes simples a
tabela mostrara o eventual valor |6gico da proposicao composta
para cada combinacao dos valores das proposicoes simples que a

formam (De Alencar Filho, 2017).

O conjunto das proposicdes possui suas operacdes que Sao:
negacao, conjuncao, disjuncao, condicional e bicondicional
(Whitesitt, 2012). Essas operacdes formam proposicdes compostas
que podem ser verdadeiras ou falsas, a depender dos valores |6gicos
das proposicoes simples que estao sendo operadas. A partir de
qualquer proposicao, ou conjunto de proposicdes, outras
proposicdées podem ser formadas. O exemplo mais simples é o de
formar a partir da proposicao p a negacao de p, denotada por (~p)

(Whitesitt, 2012).

A operacao de conjuncao entre proposicoes € representada pelo
simbolo (A), disjuncao por (v), condicional (-) e a bicondicional pelo

simbolo ( « ) (De Alencar Filho, 2017). Em outras palavras, para



determinar o valor verdade de uma proposicao composta devemos
primeiramente enumerar todas as possiveis atribuicdes de valores
|6gicos a cada uma das variaveis que a compde. Tal determinacao
pode ser realizada através de dispositivos denominados tabelas-
verdade. No caso de uma proposicao composta cujas proposicoes
simples envolvidas sao p e g, as unicas possiveis atribuicdes de

valores |6gicos a p e g sao mostrados na tabela 1.

Tabela 1. Todos os possiveis valores |6gicos das operacdes entre p e

a.

A Esta tabela possui muitas colunas e foi cortada para impressdo. Para visualiza-la
completa, acesse o artigo original em:

https://revistatopicos.com.br/artigos/aritmetizacao-da-tabela-verdade?noblockage

Fonte: Adaptada de Whitesitt (2012).

A Tabela 1 permite observar, de forma sistematica, o comportamento
dos principais conectivos logicos a partir das diferentes

combinagoes dos valores das proposicdes simples.

4. FUNCAO LOGICA


https://revistatopicos.com.br/artigos/aritmetizacao-da-tabela-verdade?noblockage

No calculo de sentencas com dois valores, denotamos variaveis por
"p", "q" e seus valores verdade por "1", "0". Uma funcao verdade de
duas variaveis sera uma funcao que assume o valor 1, ou O,
dependendo dos valores verdade das variaveis p, g, em seu

argumento. Como cada variavel pode assumir independentemente

valores ou 1 ou 0, existem 22 argumentos possiveis para cada funcao.
Uma funcao particular €& completamente determinada se
atribuirmos a cada um dos seus 4 argumentos possiveis um valor
gue pode ser independentemente 1 ou O, de modo que existem 16
funcdes possiveis neste calculo. Algumas dessas funcdes nos sao
familiares pelo nome: conjunc¢ao, condicional, negacao, etc (Wernick,

1942).

Evidenciando explicitamente a correspondéncia entre as
proposicées e suas respectivas representacdes, a Tabela 2 pode ser

escrita de maneira equivalente.

Tabela 2. Valores |6gicos das operacdes entre p e g, usando 1 para

verdade e O para falsidade.

A Esta tabela possui muitas colunas e foi cortada para impressdo. Para visualiza-la
completa, acesse o artigo original em:

https://revistatopicos.com.br/artigos/aritmetizacao-da-tabela-verdade?noblockage



https://revistatopicos.com.br/artigos/aritmetizacao-da-tabela-verdade?noblockage

Fonte: Adaptada de Whitesitt (2012).

A tabela apresenta os valores logicos das operacdes entre p e q,
adotando a convencao binaria em que 1 representa verdade (V) e O
representa falsidade (F). Cada linha corresponde a uma possivel
combinag¢ao dos valores de p e g, enquanto as colunas indicam o
resultado das operacdes I|dgicas (como conjuncao, disjuncao,
negacao, implicacao, etc.). Dessa forma, a tabela permite visualizar
de maneira sistematica como o valor |6gico de cada proposicao

composta depende dos valores das proposi¢coes simples envolvidas.

Whitesitt (2012) define por funcao booleana qualquer expressao que
representa a combinacao de um conjunto finito de simbolos, cada
um representando uma constante ou variavel, pelas operacdes de (+)
ou ('). Levando em consideracao esse pensamento € possivel entao

elaborar uma definicao para Funcao Logica.

Definicdo: Uma fungcdo I6gica é uma expressdo que combina

proposicées simples atraves das operagcdes da I6gica proposicional.

Vamos considerar s o conjunto universo das funcdes |ogicas, ou seja,
se f é uma funcdo légica entdo fC s2 tal que f: s— s. A funcao f
aplicada em uma proposi¢cao p retorna seu valor logico.
_ .~ _ (1,septemvalorlégicoV .
fo)=p {O,septemvalorlégicoF .
Embora, o tema leve a refletir sobre quais propriedades a funcao
logica obedece e qual seu comportamento frente a essas
propriedades, tais questdes serao respondidas ao longo do artigo.
Por exemplo, dadas duas proposicdes p e g, qual é o valor l6égico de

fp) +f(@) se p* =1 e g* =1? Para responder essa pergunta devemos

entender que a funcao l6gica retorna apenas valores 16gicos, ou seja,



fp) +flg) € uma proposicao composta e como tal seu valor ou é zero
ou € um, que aponta para a conclusao de que f(p) + f(g) € uma relagao
de verdade ou de falsidade nao podendo ser 2. Em breve
mostraremos que ela é a composicao de duas outras funcdes

logicas.
4.1. Funcao de Negacao

Chamamos de negacao de uma proposicao p a proposicao
denotada por “nao p", que resulta em valor [6gico V quando p é falsa
e F quando p é verdadeira, de modo que “nao p"’ tem o valor légico

oposto daquele de p. A negacao de p é denotada por: ~p.

Definicao: Seja f C s, tal que f:s— s, entdo a negacdo & dada por:
fi=p)=1-p°

4.2. Fungao de Conjuncao

Chamamos de conjuncao de duas proposicdes p € g a proposicao
resultante da operacao p A g, cujo valor légico € V quando ambas as
proposicdes sao verdadeiras e F em todos os outros casos. A

expressao p A g é lidacomo “peq”.

Definicdo: Seja fC s? tal que f:s— s, entdo a conjuncdo é dada por:
fore)=p" .q

A funcdo de conjuncao revela a seguinte propriedade
florp)=p” .p" =p  independente do valor l6gico de p. Usando esse
resultado podemos provar o primeiro principio da |ogica
proposicional - Principio da nao contradicao - que diz que uma

proposicao nao pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo,



independente do seu valor l6gico. Ou seja, (p A ~p) sO pode ter valor

|6gico falsidade.
for~p)=p".(1-p)=p"-p".p" =p" -p" = 0(Falsidade)

4.3. Funcao de Disjuncao

Chamamos de disjuncao de duas proposicoes p € g a proposicao
resultante da operacao (p Vv q), cujo valor I6gico € V quando uma das
proposicoes € verdadeira e F apenas quando ambas sao falsas. A

expressao (p v q) € lidacomo “pouq”.

Definicdo: SejafC s, tal que fis— s, entdo a disjuncao é dada por:
fove)y=p +q -p .4

O principio do terceiro excluido também pode ser provado usando a
funcao légica da disjuncao. Toda proposicao ou é verdadeira ou €
falsa, isto &, verifica-se sempre um desses dois casos, mas hunca um

terceiro.
fov ~p)=p" +(~p) -p" .(~p) =p +@A-p)-p .(L-p") = L(Verdade)
4.4. Funcao de Disjuncao Exclusiva

Chamamos de disjuncao exclusiva de duas proposicdes p e g a
proposicao resultante da operacao p ¥ q, cujo valor légico é V
somente quando apenas uma delas é verdadeira e F caso contrario,
Oou seja, quando sao ambas falsas ou ambas verdadeiras. A expressao

(p v qg) é lida como “p ou g, mas nao ambas”, “p ou exclusivo q", ou

ainda “ou p, ou q".



Definicdo: Seja fC s tal que f: s— s, entdo a disjuncdo exclusiva é

dada por:

fova)y=p" +q -2 .q")

Agora podemos responder a questao levantada anteriormente, “qual
valor logico de f(p)+f(g)?". Sabemos que ela € uma proposicao
composta e com a definicao da disjuncao exclusiva € possivel

mMostrar que:

fe)+f@=p" +q =fpve) +fp Aq)

Portanto, a Unica forma de f(p) + f(q) ser uma proposicao, onde seus
dnicos valores sao zero ou 1, € admitir que p e g nao sejam

mutuamente excludentes. Entao se f(p A q) = O, teremos que f(p) +

f(a) = f(p v a).
4.5. Funcao Condicional

Chamamos de condicional toda proposicao que € definida da forma
‘se p, entao q", representada por p - g, € cujo valor logico é F
somente quando p é verdadeira e g € falsa. A expressao p - g é lida
como “p implica 9" ou simplesmente “se p, entao ", de modo que
seu resultado é F somente quando uma proposi¢cao verdadeira
implica falsidade. O oposto, ou seja, uma proposicao falsa
implicando verdade, resulta em V, o que significa que p - g €
sempre V quando p é falso. Em outras palavras, essa definicao nos
diz que de uma declaracao falsa podemos concluir qualquer coisa,
gue o resultado sera logicamente verdadeiro. Em uma condicional,
as proposicdées p e g sao denominadas de antecedente e

consequente, respectiva mente.



Definicdo: Seja f C <2 tal que fis— s, entdo a condicional é dada por:
fo -a9=1-p +p q

Uma consequéncia logica é uma relacao entre proposicées em que
uma proposicao (chamada de consequente) ¢€é deduzida
logicamente de uma ou mais proposi¢cdes anteriores (chamadas de
premissas). Em outras palavras, se as premissas sao verdadeiras,
entdao a consequente também deve ser verdadeira, de acordo com
0s principios da légica formal. Isso é frequentemente expresso na
forma de implicacao l6gica, onde se "A" implica "B", entao, se "A" é

verdadeiro, entao "B" também deve ser verdadeiro.

Uma tautologia € uma expressao ou proposicao que € verdadeira
em todas as circunstancias, independentemente dos valores de

verdade de suas variaveis componentes.

Teorema 1: Dadas as proposicdes Py, P2, - P @ Proposicao Q é
consequéncia légica de py, Py, ..., P, S€ € SOoMente se (P71 A Po A .. A

Pn) —» Q for uma tautologia.

Prova: Usando a funcao l6gica da condicional podemos provar esse

teorema. Observe que:

A@, Ap, A .. Ap ) = Q1=1-(p, Ap, A ... Ap ) +(p, AP, A ... Ap ) Q

E que a unica maneira def[(p1 Ap, N ... Ap ) - Q]=1 [Tautologia] é
sempre que (p, Ap, A ... Ap ) for verdade e Q* também tenha valor

logico verdade.

4.6. Funcao Bicondicional



Chamamos de bicondicional toda proposicao que € definida da
forma “p, se e somente se q", representada por p - Q, € cujo valor
l6gico é V quando ambas tiverem o mesmo valor logico e F caso
contrario. Em outras palavras, o operador bicondicional nada mais é
que a dupla aplicacao do operador condicional, ou seja, o resultado
de uma bicondicional é V apenas quando p - ge g - p sao ambas

verdadeiras.

Definicao: Seja fC s?, tal que f: s s, entdo a bicondicional é dada

por:

fo-q=1-p -q +2p q

Dizemos que uma proposicao P € logicamente equivalente a uma
proposicao Q, o que é representado como P = Q, se e somente se P

for consequéncia l6gica de Q e Q for consequéncia logica de P.

Teorema 2: Se P - Q for uma tautologia entdgo P e Q sao

logicamente equivalentes.

Duas equivaléncias logicas extremamente importantes no calculo
proposicional sao as famosas Leis de De Morgan. Elas sao
fundamentais, pois, elas nos ensinam como negar uma
conjuncao/disjuncdo. As duas Leis de De Morgan sdo definidas pelas

seguintes equivaléncias:
lL.~-pAg)=~pV ~q;

2.~pVqg=~pA ~q;

Vamos provar a primeira lei de De Morgan. Observando que:



c I~PAQI=1-p -q
o {~pV ~q9)=1-pq
« T~@ADA(=pV ~@1=1-p .q
Agora aplicando a definicao de bicondicional vamos obter:

fA~@AQ o (~pV ~1=1-[1-p .¢ 1-[1-p .¢ 1+2[1-p .q" 1= 1 (Tautologia)

Em sintese, o estudo das funcdes légicas evidencia que as operacdes
da logica proposicional podem ser compreendidas de forma
sistematica por meio de funcdes que associam valores binarios as
proposicoes. Essa abordagem permite nao apenas organizar e
interpretar as relacdes entre proposicdes simples e compostas, mas
também fundamentar resultados importantes, como principios

classicos, tautologias e equivaléncias logicas.
5. CONCLUSAO

A aritmetizacao da tabela verdade € uma ferramenta poderosa na
|6gica matematica, permitindo a representacao e manipulacao de
proposicdes de forma algébrica. Ao associar valores numeéricos as
proposicdées e operadores |o6gicos, a aritmetizacao simplifica o
processo de anadlise e prova de teoremas. Essa abordagem
transforma problemas l6gicos em problemas aritméticos, facilitando
a aplicacao de técnicas e teoremas da algebra e da teoria dos
ndmeros. Além disso, a aritmetizacao da tabela verdade fornece
uma base sdlida para a formalizacao de sistemas computacionais e
linguagens de programacao, possibilitando a implementacao de

algoritmos de decisao e verificacao automaticos (Blikstein, 2018).



A aplicagao da aritmetizacao da tabela verdade também se revela
como uma Vvaliosa ferramenta no contexto educacional, facilitando a
compreensao e o aprendizado dos conceitos fundamentais da légica
matematica (Wing, 2006). Ao transformar problemas légicos em
expressdes aritméticas mais familiares, os estudantes podem
visualizar de maneira mais clara as relacdes entre as proposicdes e
os resultados das operacdes logicas. Isso promove uma
compreensao mais solida dos principios subjacentes a logica
proposicional e a algebra booleana, preparando os alunos para

enfrentar desafios mais complexos.
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