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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explorar avancos na teoria dos
GCrafos e conexdes com 0s grupos, além de estudar caracteristicas
como a dimensao meétrica, para descobrir mais relacdes entre
planaridade e coloragao de Grafos. Também sera abordado como
Planaridade e Coloracao estao presentes na teoria de Grafos
Associados a Grupos ciclicos e o que esses conceitos podem revelar
sobre a estrutura desses objetos. Além disso, serao apresentados
alguns resultados obtidos ao longo do projeto.

Palavras-chave: Crafos; Planaridade; Coloracao; Dimensao métrica;

Grupos.

ABSTRACT

This work aims to explore advances in graph theory and connections
with groups, as well as to study characteristics such as metric
dimension, to discover more relationships between planarity and
coloring of graphs. It will also address how planarity and coloring are
present in the theory of graphs associated with cyclic groups and
what these concepts can reveal about the structure of these objects.
In addition, some results obtained throughout the project will be
presented.
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1. INTRODUCAO

Grafos sao objetos matematicos que foram desenvolvidos
primeiramente por Euler para resolver o problema das 7 pontes de
Konigsberg. Eles se tornaram pecas importantes tanto no estudo de
grupos quanto em areas da informatica, como analise de redes e
conexdes. Neste estudo, iremos nos limitar a estudar a planaridade e

a coloracao desses objetos, temas que geram debate ha algum



tempo. Embora ja exista algoritimos para descobrir a estas
caracteristicas, tentamos obter novas tecnicas para inferir estas
propriedades para certos tipos de Grafos, além de estabelecer
principalmente o numero cromatico de Grafos associados a Grupos
ciclicos e compreender o que o0 numero cromatico revela sobre a

estrutura desses grafos.
2. O que é um Grafo? E suas propriedades

Um grafo G = G(V,E) € um par, onde V € um conjunto nao vazio que
representa os vértices e E € um conjunto de subconjuntos de 2

elementos de V.

Figural: G= G(V,E),onde V={1,23,4
E={(12),1,3),01,4),2,3)(2,4),(3,4)}.
Este € um exemplo classico de um grafo, conhecido como grafo
completo de 4 vértices. Um grafo completo € um grafo no qual
todos os vértices estao conectados entre si, sendo denotado por K,
em que o 'K' indica que o grafo pertence a familia de grafos

completos e 'n’ representa o numero de vértices.



Como se pode observar, esse € um conceito simples e intuitivo. Na
teoria dos Grafos, chamamos os pontos de vértices e as ligacdes de
arestas. Neste estudo, iremos nos limitar, inicialmente, a grafos
simples, nao orientados, conexos e finitos. Um grafo simples é
agquele em que entre dois vértices sé existe uma aresta, e nenhum
vértice possui uma aresta consigo mesmo, o que é chamado de laco.
Um grafo nao orientado € aquele em que nao é definida uma
direcao na aresta, ou seja, Nnao ha problema em percorrer a aresta de
um vértice para outro. Um grafo conexo é aquele em que é possivel,
através de um caminho finito, chegar de um vértice a qualquer
outro vértice do conjunto. Por fim, um grafo finito é aquele em que o

numero 'n’ de vértices é finito.
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Figura 2. Grafo k3 Direcionado Figura 3. Grafo
complexo, direcionado e
Nnao conexo

Figura 2: Grafo k3 direcionad / Figura 3: Grafo complexo direcionado e ndo conexo.

2.1. Grau

Definido o que ¢é um grafo, apresentaremos importantes

propriedades para o entendimento do artigo.

O grau de um vértice € o numero de arestas incidentes a ele. No
grafo complexo mostrado acima, o grau do vértice A é 3 e o do
vértice B € 2. A priori, 0 grau varia de vértice para vértice. No entanto,

existem grafos em que essa propriedade €& uma constante,



independente do vértice analisado, como o Kz e 0 Ky, que foram
apresentados anteriormente. Esses grafos possuem todos os vértices
com o0 mesmo numero de arestas incidentes, e sao chamados de r-

regulares. Por exemplo, o K3 é 2-regular, enquanto o K, é 3-regular. E

possivel mostrar que todo grafo K, € (n-1)-regular.
2.2. Passeio, Caminho, Distancia, Diametro e Ciclo

Temos também as definicdes de passeio e caminho. Um passeio é
uma lista de vértices em que cada vértice possui uma aresta que o
conecta ao proximo. Um caminho € um passeio em que nenhum
vértice se repete. O comprimento de cada uma dessas listas é o

Nnumero de arestas percorridas durante um passeio no grafo.

Considere o grafo abaixo e o seguinte passeio: 5-1-2-3-6-2-3. No
entanto, se quisermos encontrar o caminho entre, por exemplo, 1 e 3,
devemos selecionar um passeio em que nenhum vértice se repita.
No exemplo acima, o caminho entre 1 e 3 seria 1-2-3, um caminho de

tamanho 3.
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Figura 4: Exemplo de um Grafo nado e ndo conexo / Figura 5: Complexo Grafo, complexo

direcionado.

Dentro da definicao de caminho, temos as definicdes de distancia e
diametro de um grafo. A distancia d(vl, v2), onde vl e v2 sao dois

vértices arbitrarios, € o menor caminho entre esses dois vértices. O



diametro é a maior distancia entre todos os pares de vértices em um

grafo e é representado por A(G,,).

Um ciclo dentro de um grafo é um passeio de tamanho minimo 3,

em que nenhum vértice, exceto o primeiro e o ultimo, se repete.

2.3. Coloracao

Agora serao definidas as principais caracteristicas que serao
abordadas neste artigo: coloracao e planaridade. A coloracao de um
grafo consiste em atribuir uma cor a cada vértice, com a restricao de

gue vértices adjacentes recebam cores diferentes.

Por exemplo, na Figura 1 € apresentada a coloracao de um grafo, em
qgue cada vértice é representado por um circulo e as cores sao
indicadas por diferentes tonalidades. Observa-se que vértices

adjacentes possuem cores distintas.

E importante destacar que se escolhermos o nimero de cores igual
ao numero de vértices, a tarefa de colorir o grafo se torna trivial. No
entanto, o objetivo principal € encontrar o menor numero de cores
necessarias para realizar a coloragao. Esse numero € chamado de
Nnumero cromatico, denotado por x(G). Nos exemplos acima, x(Q) é

igual a 3 e 4, respectivamente (Figura 1 e Figura 2).



Figura 6: Coloracdo de um Grafo / Figura 7: Coloracado de um Grafo

Assim, o foco principal € encontrar o menor ndmero de cores
necessario para realizar a coloracao de um grafo, buscando solucdes

eficientes e otimizadas.

2.4. Planaridade

O problema de planaridade esta relacionado a capacidade de
desenhar um grafo em um plano, de forma que as arestas nao se
cruzem. Um grafo que pode ser desenhado dessa maneira é
chamado de grafo planar, enquanto um grafo que nao pode ser
desenhado sem cruzamento de arestas € chamado de grafo nao
planar. Embora possa parecer um problema simples, determinar a
nao planaridade de um grafo € uma tarefa complexa devido ao
grande numero de desenhos diferentes que podem representar o
mesmo grafo. O leitor pode encontrar mais informacdes no capitulo

53 da referéncia [6]] e no capitulo 3 do [7]].

Na Figura 1, 2, 3 e 7 sao apresentados exemplos de grafos planares,
NOS quais as arestas sao desenhadas sem se cruzar. Por outro lado,
nas Figuras 4 e 6 sao mostrados exemplos de grafos nao planares,
NOS quais nao é possivel desenhar as arestas sem que elas se

cruzem. Existem infinitos grafos em ambas as categorias, mas dois



grafos sao especialmente importantes no estudo da planaridade: o

Ks e o grafo utilitario Kz 3.

O grafo Kz, ilustrado na Figura 8, € o menor grafo completo nao
planar. O grafo utilitario K33, mostrado na Figura 9, € outro exemplo
de grafo nao planar importante. Todo grafo nao planar pode ser
expandido ou possui esses grafos como subgrafos. Esses dois grafos
desempenham um papel fundamental no estudo da planaridade e
fornecem uma base para entender a estrutura dos grafos nao

planares.

Um dos teoremas mais importantes no estudo da planaridade e
coloracao € o Teorema de Kuratowski, que afirma que todo grafo que
possui um subgrafo que € uma subdivisao de K5 ou Kz 3 € nao planar.
Em outras palavras, se um grafo contém um subgrafo que pode ser
obtido adicionando um vértice entre uma aresta qualquer e
gerando Ks ou Kz 3, entdo ele € nao planar. Esses teoremas serao de
suma importancia nas secdes futuras e podem ser facilmente

verificados nas referéncias do trabalho [6]] e [7]].

Figura 8: 5/ Figura 9: Kz <

3. Notagoes e Teoremas

Definimos um grafo G com numero de vértices |V| e conjunto de

arestas |E|, denotado por G = (V,E), onde V é um conjunto finito de



vértices e E é um conjunto de subconjuntos de 2 elementos de V. E

comum escrever G, quando queremos destacar o numero de

vértices. Exemplo: Gz = ([1,2,3];[1,3],[2,3])

Figura 10: Grafo de exemplo.

Grafos importantes:

P, = Grafo de caminho com n vértices.

Ks¢= Grafo onde se possa dividir os vertices em 2 subconjuntos,

onde nenhum par de vértices do mesmo subconjunto possua

aresta entre si.

T,=Arvoré de n vértices, ndo possui nenhum ciclo dentro de si.

C,, = Ciclo de n vértices.

K = Grafo que nao possui vértices.

V,, = Grafo que ndao possui arestas.

H, < G, = Subgrafo H de G, tal que V€ Ve E4C Eg



e M, = Grafo planar maximal, ou seja, um grafo planar para o qual
a adicao de qualquer aresta ao subconjunto de arestas torna-o

nao planar.

Lemas importantes:

A soma dos graus dos vértices de um grafo é igual a duas vezes o

NnUumero de arestas:

Ydv;)=2|E|[6]

(M

A formula de Euler para grafos planares: V + F - E =2, onde F é o

numero de regides delimitadas pelo grafo.

V+F-FE =2[6]

(2)

Seja H, <€ G, Entao:

x(G,) = x(H,)[6]

(3)

Grafos Planares:

G, = M, Consequentemente, 3F = 2F

E <3V -6[7]



4. Dimensao Métrica

A Dimensao Métrica € a minima cardinalidade de um conjunto de
vértices W tal que todos os vértices podem ser diferentemente
representados por suas distancias em relacao aos véertices de. Para
se encontrar a dimensao meétrica de um dado Grafo, basta encontrar
tal conjunto W de forma que nao exista nenhum outro conjunto de

cardinalidade menor.

O conjunto Resolvedor do Kz (Figura: 8) sendo W ={1,2,3 4} eodo
Kz 3 (Figura:9) = {1,3,4,6}

Apos a determinacao do conjunto resolvedor em questao, podemos

definir o Grafo a partir das distancias relativas encontradas.

Tabela 1: Resolucao do K5

Como pode ser observado, o conjunto mencionado de fato resolve o
Grafo, associando a cada vértice um vetor diferente. Agora podemos

definir a dimensao métrica de um Grafo G,, como o valor minimo da
cardinalidade de um conjunto resolvedor para G,. A representag¢ao

mostrada acima na tabela pode ser denotada como uma sequéncia



viw) = (dlvwy),dlvns),..dv,wy)), onde cada linha da tabela

corresponde a um r(v,| W).

Antes de abordar o que foi produzido, irei comecar enunciando

alguns lemas de importancia na area.

dim(G,)=1< G, =P,,[2]

(6)
dim(G,)=n-1< G, =K,,V, 6]
(7)
dim(K, ,)=n-2[6] (9) dim(C,)="2[6]
(8)
dim(K, ,)=n-2[6] (9) dim(C,)="2[6]
Teoremas:

Caso dim(Gp) = 2:

Entao G, ndo possui Kg, K5 - e e Kz 3 como subgrafos. (T.1) [1]]

N&o existe nenhum subgrafo tal que A<P|V|-1(T.2) [1]] |[V(CQ)| <D-1
+ 8 (T.3) [10]] seja {V,,V}} uma base do conjunto resolvedor, o grau de
V,ou V;é no maximo 3 e o grau de qualquer outro vértice € no
maximo 5. (T.4) [1]] Existem Grafos nao planares com dim(G,) = 2.

(T.4) [1]]
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Figura 11: Grafo ndo planar com dim = 2.

Resultados:

Através da observacao da relacao entre as possiveis distancias entre
um par arbitrario de vértices, temos que qualquer vértice, quando
representado de acordo com o conjunto resolvedor, tera no maximo
A + 1 possibilidades de representacao. Pelo Principio das casas dos
Pombos, que nos diz que se existem n+1 pombos para n casas, pelo
Mmenos uma casa tera dois pombos. Portanto, pelo principio das

casas dos pombos temos que:
n>(AG,)+ 1) &dim(G,) > k

(11)

Colocando a restricdao de que o grafo € planar e utilizando as
relacdes da secao 3, podemos inferir limites e relacdes mais precisas

entre 0 numero de vértices, arestas e diametros de G, e sua

dimensao métrica. Usando as relacao: (2),(4),(5) e (10), temos:

dim(Gn)s@+2—A



xdv)

dim(G,) < +2-A

(13)

Para Grafos planares com dim(Gp) = 2, podemos estabelecer relagcoes

entre o nUmero de arestas, vértices e grau do Grafo para obter

limites superiores para o diametro, utilizando as relacdes (1) e (T.4).

3A< | E|
(14)
6A < Y d©v)
(15)
A< 5n6— 4
(16)

5. GRUPOS E GRAFOS ASSOCIADOS

Chamamos de grupo um conjunto de elementos associados a uma
operagcao que combina dois elementos quaisquer para formar um

terceiro, sujeito as seguintes condic¢des:

1. Fecho: Para qualquer operacao entre a e b pertencentes a um

grupo H,temos que c = a * btambém pertence ao grupo H.

2. Associatividade: Para a, b e ¢ pertencentes a G, temos que

ax(bxc) = (a* b) * c.



3. Elemento neutro: Existe um elemento eem Htal que exa = axe

= g para qualquer aem H.

4. Elemento simétrico: Para qualquer a em H, existe um

elementoatalqueax*xa=ax*xa=-e

Sabendo o que é um grupo, existe um teorema que relaciona
grupos e grupos simétricos, que afirma que todo grupo é isomorfo a
um subgrupo do grupo simétrico de G, denotado por Sim(C). Nesse

grupo, os elementos sao permutacdes de um subconjunto de C.

Embora nao seja nosso objetivo explorar a teoria dos grupos em
detalhes, ou discutir o teorema em questao, € importante destacar
que, a partir do fato de todo grupo ser isomorfo a um grupo de
permutacdes, podemos representar a teoria dos grupos utilizando a

teoria dos grafos e estudar a estrutura dos grupos dessa maneira.

Se G = (S), podemos considerar o seguinte grafo associado: G(V,E),
onde os vértices sao denotados por V (Vv E€ Q) e as arestas por E(G) =
{(vu)|gv = u para algum g € S}. Esse grafo associado é chamado de

grafo de Cayley de G e é denotado por Cay(S: G).

Exemplos:

D, :<a,b|a4 —e= bz,bab =a°>
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Figura 12: Grafo de Cayley do Grupo D,

Pode-se observar pelo exemplo que cada aresta é colorida com uma
cor associada a cada elemento do conjunto gerador S que gera G.
No exemplo acima, o elemento b recebe a cor azul e o elemento a
recebe a cor vermelha. Os grafos de Cayley sao, por padrao,
orientados e sao conhecidos como digrafos. No entanto, quando a
operagao € auto-inversivel, ou seja, existe um elemento s € Stal que
s = s o grafo de Cayley correspondente ndo tem orientacao
privilegiada. Podemos observar que b €& auto-inversivel, o que
significa que as operagdes envolvendo b nao possuem uma direcao

especifica.

Ao estudar os grafos de Cayley associados ao conjunto de grupos D,
constatou-se que a estrutura desses grafos é regular, o que nos

permite inferir que:
Cay({a,b}: D,), onde D,=<a,bla" = e= b2, bab= a1 >sio:
e 3-regulares

o ACayl{ab}:D,)=n-1



e X(Cayl{a b}: D,)) =3 sen forimpar e x(Cayl{a,b}: D,)) =2 se n for
par

* asdirecbes das operacdes sdo invertidas quando se passa de a”

para ba”

e Sao planares.

e Dim(Cay({a,b} : D,)) nao obedecem aos lemas colocados na

secao passada, alias, a dimensdao métrica de um Grafo de Cayley

de D, é n. [3]]

Através do numero cromatico, podemos determinar quantas
subdivisdes existem em um determinado grafo. Por exemplo, um
grafo com x = 2 € um grafo que pode ser subdividido em 2 partes, de
forma que nenhum par de vértices da mesma parte tenha uma
aresta entre si. Isso é conhecido como um grafo bipartido. Com base
Nnos resultados mencionados anteriormente para os grupos diédricos
D, podemos afirmar que todos os grupos diedrais de ordem n par
sao bipartidos, enquanto os de ordem n impar sao tripartidos.
Podemos dividir os elementos em subconjuntos de forma que
nenhum elemento do mesmo subconjunto seja gerado por um
elemento de S. Vale ressaltar que todos os grupos desse conjunto

mantém a propriedade de serem planares.

Definir qual a dimensao métrica de um Grafo Cayley, ainda € um
problema em aberto que requer uma abordagem diferente da
convencional devido a estrutura orientada dos grafos associados. No
entanto, existe um teorema que permite determinar quais grafos de

Cayley possuem dim(Cay(S: Q)) = 2. Esse teorema € o seguinte:



Seja G um grupo abeliano de ordem n > 4 e S um subconjunto de G,

onde e ndo estaem S e S é igual ao seu inverso.

Entao, temos que dim(Cay(S: G)) = 2 se e somente se G é gerado por

um unico elemento, ou seja, G é ciclico, e S é dado por:

n

I -
{u,u ,u’}

onde mdc(i, n/2) =1e n é congruente a 2 mod(4).[3]]

Esse teorema ilustra a dificuldade em falar sobre a dimensao
meétrica em objetos como os grafos de Cayley. No entanto, ainda
conseguimos definir essa propriedade e obter resultados a partir

dela.
6. GRAFOS NAO COMUTANTES

Um Grafo ndao comutante € uma representacao de um Grupo na
qual os vértices sao elementos nao centrais do grupo e o conjunto
de arestas € dado por: dois elementos estao ligados se, e somente

se, eles comutam.

O Grupo Diedral que € o Grupo de simetria de um poligono regular
de n lados é definido como D, =< a,bla” =1 = b2 bab=a"1"> n<3
Caso n seja par, o centro o conjunto dos elementos {a2 ,1} e se for

impar o centro é trivial sendo composto somente do elemento

neutro 1.

Nos exemplos ... evidenciamos que os grafos associados sao bem

comportados. Temos o seguinte resultado:



Proposi¢ao 6.1. Seja n =2 3. Seja D,, o grafo ndo comutante associado

ao grupo diedral D,

e Sen éimpar, entdo ndo existem arestas entre as involugdes. Ou

seja, os elementos da forma bak sdo isolados, k€ {0,]1,...,.n - 1}.

Figura 13. Ds
Figura 14. Dy
o e ° ®
¢ ® d e
0 3 @ F
o (ha] 3
@ ¢ S 3
Figura 15. Ds Figura 16. Dy

e Se n e par, entdo cada involucdo (nao central) tem grau 1. Mais

precisamente, bak e bak*""? formam um clique.

Teorema 6.1. Seja n = 3. Seja D, 0 grafo ndo comutante associado ao

grupo diedral D,
e X(Dp)=n-2,senépar,n-1senéeimpar.

e Dhtem
341
componentes, se n € par;, n+l, se n é impatr.

e D,éplanarse esomente se n<5.
7. CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho estuda os diferentes tipos de Grafos formados por
diferentes relacdes e busca através de caractéristicas gerais de um

Grafo tentar encontrar uma relacao entre estas e planaridade e



coloracao. Conseguimos atraves da suposicao de planaridade achar
limites superiores para a dimensao métrica, além de conseguir
relacionar o diametro de um Grafo com seu numero de arestas.
Conseguimos também encontrar diversas relacdes para Grafos de
Cayley relacionado ao D, além de conseguir mostrar como se

constroi um Grafo associado ndo comutativo para o D, qualquer que

seja o n.
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