ISSN 2965-6672 | Qualis A2

ESTIMATIVA DE
COERCIVIDADE BILATERAL
PARA O OPERADOR DE
JACOBI NA CLASSE
CONFORME DE
SUPERFICIES
HIPERBOLICAS
COMPACTAS

BILATERAL COERCIVITY ESTIMATE FOR THE JACOBI OPERATOR IN THE
CONFORMAL CLASS OF COMPACT HYPERBOLIC SURFACES

01/05/2026

REGISTRO DOl:

Mario Cesar Garms Thimoteo!


https://revistatopicos.com.br/categoria/ciencias-exatas-e-da-terra
https://revistatopicos.com.br/categoria/engenharias
https://doi.org/10.70773/revistatopicos/777452347
https://revistatopicos.com.br/

RESUMO

O artigo estabelece uma estimativa de coercividade bilateral para o
operador de Jacobi associado a classe conforme de superficies
hiperbdlicas compactas de género maior ou igual a dois.
Demonstra-se que, no regime perturbativo em espaco de Sobolev
de ordem dois, a norma quadratica da agao do operador sobre o
fator conforme € equivalente a norma de Sobolev do fator, com
constantes explicitas dependentes apenas da superficie de base. O
mecanismo governante é a estrita positividade do primeiro
autovalor do operador no subespaco de média nula, decorrente do
gap espectral. A variancia intrinseca de curvatura satisfaz a mesma
estimativa bilateral no mesmo regime, via reducao nao linear que
controla a distorcao de medida, o peso multiplicativo e o resto
quadratico associados a mudanca conforme. A constante o6tima
assintotica de coercividade é identificada como funcao espectral
explicita cujo infimo vale um, aproximado pelos altos autovalores e
alcancado apenas no limite assintético. O supremo da fungao
corresponde ao modo de mais baixa frequéncia, amplificado no
infravermelho. Um calculo explicito na superficie de Bolza fornece a
razao espectral aproximadamente igual a um virgula setecentos e
qguarenta e um. O resultado caracteriza a energia de Calabi restrita a
classe conforme como realizacao local da norma do grafo do
operador de Jacobi, estabelecendo equivaléncia quantitativa entre
rigidez conforme e completude espectral.

Palavras-chave: Operador de Jacobi; coercividade Dbilateral,
geometria conforme; superficies hiperbdlicas compactas; rigidez

guantitativa.

ABSTRACT
This paper establishes a bilateral coercivity estimate for the Jacobi

operator associated with the conformal class of compact hyperbolic



surfaces of genus greater than or equal to two. It proves that, under
small conformal perturbations in a second-order Sobolev space, the
squared norm of the operator applied to the conformal factor is
equivalent to the Sobolev norm of the factor itself, with explicit
constants depending only on the base surface. The governing
mechanism is the strict positivity of the first eigenvalue of the
operator on the mean-zero subspace, which follows from the
spectral gap. The intrinsic curvature variance satisfies the same
bilateral estimate in the same regime, through a nonlinear reduction
that controls the measure distortion, the multiplicative weight, and
the quadratic remainder associated with the conformal change. The
asymptotic optimal coercivity constant is identified as an explicit
spectral function whose infimum equals one, approached by high
eigenvalues and attained only in the asymptotic Ilimit. The
supremum corresponds to the lowest-frequency mode, amplified in
the infrared regime. An explicit computation on the Bolza surface
yields a spectral ratio approximately equal to one point seven four
one. The result characterises the Calabi energy restricted to the
conformal class as a local realisation of the graph norm of the Jacobi
operator, establishing quantitative equivalence between conformal
rigidity and spectral completeness.

Keywords: Jacobi operator; bilateral coercivity; conformal geometry;

compact hyperbolic surfaces; quantitative rigidity.

1. INTRODUCAO

Um tema central em analise geométrica é a passagem da rigidez
qualitativa para a rigidez quantitativa. Quando um funcional de
déficit geomeétrico € pequeno, a questao natural € estabelecer quao
proximo o objeto geométrico esta da configuracao rigida, e sob qual

norma essa proximidade se mede. Exemplos classicos incluem a



desigualdade de Fusco, Maggi e Pratelli para o déficit isoperimétrico
(Fusco; Maggi; Pratelli, 2008), a estabilidade de Bianchi e Egnell para
extremais da desigualdade de Sobolev (Bianchi; Egnell, 1991) e os

teoremas de quase-rigidez de Colding (Colding, 1996).

Em geometria conforme, o teorema de uniformizacao garante que
toda classe conforme sobre uma superficie compacta de género
v =2 contém uma métrica hiperbdlica unica. A energia de Calabi

restrita a classe conforme fornece um funcional natural de déficit:

@) = fy, K, + o) dut,,

— 27t(2y -2)

WM’&JE a curvatura hiperbolice

em que Kg denota a curvatura gaussiana deg = et 8,eKo
1.1. Resultado Principal

Teorema 1.1 (Estimativa de coercividade bilateral para o operador de
Jacobi). Seja (M,g,) uma superficie hiperbdlica compacta de género
Y = 2. Existem ¢, >0 e 0<c <C <o, dependentes apenas de M, g,),

tais que, sempre que 1Pl < &, vale
Pl < 1) < Iy, -

As constantes satisfazem ¢ 2A4—1C(21—2 e g 2 2%% em que C,; depende
apenas da estrutura eliptica de J e Cr depende da imersao de
Sobolev em dimensao dois. O resultado estabelece uma estimativa
quantitativa de estabilidade no regime perturbativo. Nao afirma
coercividade global (ver Problema em aberto 4.1). Todo o mecanismo
de rigidez reduz-se a uma unica condicao espectral: A;(J) > 0. Essa
condicao é suficiente e necessaria para a estimativa bilateral; caso o

gap espectral se anule, a cota inferior falha (Corolario 4.7).



As técnicas empregadas — regularidade eliptica, imersao de
Sobolev, teoria de Fredholm — s3do classicas. O que € novo € o
resultado especifico: a estimativa bilateral com constantes espectrais
explicitas para a energia de Calabi restrita a classe conforme de
superficies hiperbdlicas compactas, junto com a identificacdo da
constante assintoticamente otima como funcao espectral
computavel. Até onde se sabe, uma estimativa bilateral perturbativa
explicita nessa forma, nesse contexto conforme, ainda nao havia sido

registrada.

A principal contribuicao técnica € a Proposicao 4.2, que estabelece
uma comparac¢ao bilateral precisa entre a energia de Calabi e a
norma do grafo do operador linearizado. A passagem de 1n(g) para
||J1,b||i2(go) exige o controle simultaneo de trés efeitos distintos: (i) a
mudan¢a conforme de medida, dug :ewdugo; (i) o peso
multiplicativo ¢ ?¥ na férmula da curvatura; (iii) o resto quadratico
Q,(W) = e*? —1-21p. Nenhum desses efeitos é absorvido apenas pela
regularidade eliptica. Em particular, a estimativa nao segue da
coercividade de J isoladamente, mas de um controle acoplado de

medida, pesos e restos nao lineares.
1.2. O Que é e 0 Que Nao é Novo

A energia de Calabi e sua teoria de Euler-Lagrange sao classicas; ver
Calabi (1982), Chen (2001), Chrusciel (1991) e Struwe (2008). A
identidade do hessiano Hess F = 2L/ L para funcionais do tipo residuo
guadratico é implicita em Bourguignon e Lawson (1981) no contexto
de Yang-Mills, e em Koiso (1978, 1980) para métricas de Einstein. O

presente artigo contribui com:

O presente artigo contribui com:



. . . .. . )
l.uma estimativa de coercividade bilateral n= [y com

constantes espectrais explicitas;

il.a identificacao da constante assintoticamente 6tima como
~ 2 . _ S
fungcdo espectral cgy = Hlij[,Lj,KO =1, com analise de

monotonicidade e saturacao ultravioleta;

iii. a interpretacao de n como norma do grafo ao quadrado do
operador de Jacobi, conectando coercividade e completude

observacional;

iv. Um teorema abstrato de coercividade bilateral para a classe
F={lR- I } sob quatro hipdteses estruturais explicitas (H1) a

(H4).

O arcabouco abstrato da Secao 2.3 € logicamente independente da
geometria conforme: aplica-se a qualquer funcional da forma
Fu) = ||R(u)||2, em que R se anula em um ponto critico e a linearizacao
L = DR(u,) satisfaz (H1) a (H4). A aplicacdo geométrica a energia de
Calabi € uma instancia; a mesma estrutura governa residuos de
Yang-Mills (Bourguignon; Lawson, 1981), funcionais de déficit de
Einstein (Koiso, 1978, 1980) e, mais amplamente, qualquer problema
variacional de residuo quadratico com linearizacao eliptica e gap

espectral.
1.3. Compara¢ao com Resultados Existentes

Entre as referéncias de estabilidade quantitativa mais proximas, o
trabalho de Frank e Konig (2024) é o mais afim em espirito: ambos
0s resultados estabelecem estabilidade quantitativa precisa via
analise espectral de um operador eliptico associado. Os contextos

geomeétricos sao, contudo, substancialmente distintos. Frank e Kénig



estabelecem estabilidade quantitativa para o espectro de Dirichlet
sob deformacao do dominio — perturbacdes de forma da bola em
R' — com mecanismo de estabilidade baseado em derivadas de

forma e monotonicidade em relacao ao dominio.

No presente artigo, o dominio M é fixo, e a perturbacao atua dentro
de uma unica classe conforme: g = eZ”’gO com 1 € Hy (M). O déficit é a
variancia intrinseca de curvatura n(g), e a coercividade € governada
inteiramente pelo gap espectral do operador de JacobiJ = - Ago + 2K,
sobre o subespaco de média nula. A distincao — deformacao de
dominio contra deformacao conforme com dominio fixo — explica
as ferramentas analiticas distintas (calculo de forma contra
regularidade eliptica e algebra de Sobolev em dimensao dois) e os

papéis diferentes desempenhados pelo gap espectral em cada

contexto.
1.4. Organizacao do Artigo

A Secao 2 apresenta a fundamentacao tedrica: convencoes
geométricas (2.1), o operador de Jacobi e suas propriedades elipticas
(2.2) e o arcabouco variacional abstrato (2.3). A Secao 3 descreve a
metodologia — formulacao das hipodteses estruturais, verificacao
dessas hipdteses no caso geomeétrico e estimativas nao lineares
associadas a mudanca conforme. A Secao 4 apresenta os resultados:
o teorema abstrato de coercividade bilateral (4.1), a reducao
quadratica (4.2), o teorema principal (4.3), a analise da constante
otima (4.4), o calculo explicito na superficie de Bolza (4.5) e a
interpretacao via norma do grafo com conexdes a temas correlatos

(4.6). A Secao 5 apresenta as consideracdes finais.

2. FUNDAMENTAGCAO TEORICA



Esta secao reune os objetos geomeétricos e analiticos utilizados no
artigo. A Subsecao 2.1 fixa convencdes sobre o laplaciano, a mudanca
conforme e o0s espacos funcionais. A Subsecao 2.2 define o operador
de Jacobi e estabelece suas propriedades elipticas basicas. A
Subsecao 2.3 apresenta o arcabouco variacional abstrato que,
isolado da geometria, captura a estrutura comum a todos os
problemas de coercividade bilateral para funcionais do tipo residuo

quadratico.
2.1. Superficie Hiperbdlica e Convencoes Geométricas

Em todas as secdes geométricas, (M,go) denota uma superficie
riemanniana compacta, conexa, orientavel, sem bordo, de género
Y =2, munida de sua métrica hiperbdlica unica com curvatura

K, = -ky,Kky > 0. Existéncia e unicidade seguem da uniformizagao
0

(Aubin, 1998). Adotam-se as convencoes:

(C1) Sinal do laplaciano. A=i(V:) é negativo-semidefinido. Os

autovalores de -Asao 0 = My <H, SH, < ...

(C2) Kgo = - Ky com Kk, > 0.

(C3) Gauss-Bonnet. k, = 27t(27y - 2)/ Area(M, g, )-

(C4) Fator conforme. g = ezwgo, com iy € H*(M) e jM wdugo =0.
(C5) Mudanca conforme de medida. d;ug = ewd"‘go :

(C6) Norma de Sobolev. iiply = 1Pl + 1V, I, + 18 W1

(C7) Dominio funcional. O operador J= —Ago+2:<O atua sobre

Hy(M) = ( € H (M): f, du, =0},



Observacao 2.1 (Casos excluidos). Na esfera (y = 0), o grupo PSL(2,C)
gera um nucleo nao trivial para n. No toro plano (y=1), k, =0 e
Amin /) = 0, de modo que a coercividade falha. Ambos os casos estao

fora do escopo deste artigo.

A curvatura transforma-se segundo
K, + kg =€ [-8 P+ (e - 1]
2.2. O Operador de Jacobi e Suas Propriedades Elipticas

Definicdo 2.2 (Operador de Jacobi). O operador de Jacobi é
Ji= =By + 20 Hy (M) — L* (M, g,)
Esse operador € a linearizagao do residuo de curvatura R(Y) = K, + K

emy =0.

Lema 2.3 (Coercividade de J). O espectro de J restrito a HS satisfaz
spec(J I Hy) C C. Em particular, A . (J) = W, +2K, 22K, > 0 sobre HZ (M),

e, para todo 1\ € Hy (M):

min

T, p)e = [, (1Y PP+ 2k, 12 )dugo > 20 I » -
A implicacao A, (/) > 0= Fp) = |Lh/)||i2 € coerciva segue diretamente,

come ~A1(J)2.

Prova. Os autovalores de J sobre H; sdo K +2k, para j>1. Como
n, >0 — primeiro autovalor positivo de —Ago, sob a condicao de
meédia nula em superficie compacta de género y>2 — e k;, >0,
todos os autovalores de J sobre H superam 2k,. A identidade

integral resulta da integracao por partes em superficie compacta. O

Observacao 2.4 (Gap espectral e dominio funcional). O valor de
A, () depende do dominio funcional: A ;. (/) = 2k, em L*(M) (modo

constante e, presente) e 7\,”1-”(]):“1 +2K, em H(z)(M) (média nula,



modo constante excluido). Ao longo deste artigo, J atua sobre Hj (M)
e O gap operativo é A;())= p*2K. Todas as constantes de

coercividade dependem de A, (/) = K, *2Kg, € N3ao de 2k,.

Definicdo 2.5 (Funcional quadratico). Para 1 € Hg(M), define-se
Fp) =Wy, .

Observacao 2.6 (Equivaléncia com n). A variancia intrinseca de
2 . 2
= =+ =
curvatura n(g) = IK, /<0||L2(g) difere de F() |L11/)||L2(g0) por termos de
peso de medida e termos nao lineares. Em ordem linear em 1, as
duas quantidades coincidem. A estimativa bilateral para n € obtida a

partir da estimativa bilateral para F via analise nao linear (Secao 3).

Proposicao 2.7 (Estimativa bilateral de Sobolev para F). Para

Y € Hy (M) com [l <&

P, <WYI,, < CIpL,,

-2 2 -1
emquec =Cyy € C=Wipp com Cpg =W "2

- L2 -~ H

Prova. Cota inferior: a estimativa eliptica (Lema 3.8) fornece

Wl < Crog V211090 Wipl2 = Crog WP . Cota superior: Wil < Wi
2.3. O Arcabouco Variacional Abstrato

Sejam (X, I-1,) € (Y,1°1,) espagos de Hilbert reais separaveis, UCX
aberto e R:U ~ Y uma aplicacdo de classe C* com R(u,)=0 para
algum uy, €U. Define-se F(u):= ||R(u)||2y. A linearizacao ¢é
L :=DR(u,):X - Y. A férmula universal D*F(u,)=2L"L é algébrica.

Impdem-se as hipoteses seguintes:

(H1) Estimativa eliptica. Existe C,; >0 tal que Jh|,. <CyILh|,. para
todo heH;M), em que H :=HM) tem norma



2 _ 2 2 2
Ihiz. = 1hi7. + ||Vg0h||L2 + ||Ag0h||L2.

(H2) Propriedade de Fredholm. L:H*> - L? é Fredholm de indice

Zero.

(H3) Gap espectral. kerL = {0} (injetividade da linearizacao). Isso

implica A, (L) > 0 e, portanto, coercividade:

AL(L)> 0= jhi, < CoyAy (L) ILAI,: ;
~ . 2
em consequencia,c ~ A (L)".

(H4) Cota quadratica do resto. R € C°(U,Y) e existe Cr >0 tal que
ID* R(ug )h,h)i,, <Cp lhi;. paratodo h comhj,, < 1.

Observacao 2.9 (Escala de (H4)). Como a cota
||D2R(uo)(h,h)||L2 < Crihlyp &  quadrdtica, estende-se  por
homogeneidade a todo h com ||h||H2 <p, para qualguer p=>0,
contanto que D*R seja uniformemente continua em B2 (p). Na
aplicacao geométrica, a continuidade uniforme de D*R em
subconjuntos limitados de H” segue da imersdo de Sobolev
H*M) = C°M) em dimensao dois (Adams; Fournier, 2003) e da
suavidade da aplicagcao exponencial. Isso garante que a cota em
(H4), enunciada para |hi,. <1, aplica-se sem modificagdo na escala

||1,b||H2 < gy usada no Teorema 2.10.

Teorema 2.10 (Coercividade bilateral abstrata). Suponha-se que (H1)
a (H4) valham. Definam-se C, := Lt l2 2 € & :=1/(2C,Cg). Entao,

para todo 1 € Hy (M) com Pl < é&:

YLz, < Flug + 1) < CPl;
com C=2ILI}z ;. +Cre} ec=(4Cy)" .



Prova. Escreve-se R(uy + ) = LY + Q)), em que
o@p) = j(l) (1-0D*R(u, + 1), p)dt. Por (H4) e pela Observacdo 2.9,
0GP, > < 3CrIVI,p -

Passo 1 (Cota superior).
Flug +) =1Ly + QW) < 21LWIT, + 200N, <2WLigz 2 WL, +3CRIWI,
.Para |l <é&:F<CRl;,.

Passo 2 (Estimativa eliptica). Por (H1) a (H3) e pela alternativa de
Fredholm, L:H*> - L*> é um isomorfismo. A estimativa eliptica

(Gilbarg; Trudinger, 2001) fornece |, <ColILYl,. para todo
Y € Hy (M).

Passo 3 (Cota inferior). Pela desigualdade triangular reversa,
ILYP1, . <VF+3Cp ||1/)||12L12. Combinando com 0 passo 2,
||1/)||H2 < CyVF +1C,Cp ||1/)||§{2. Para ||1/)||H2 <&y =(2C,Ch )'1, tem-se
Yl < CoVF; logo F > (4Co) i,

Proposicao 2.11 (Dependéncia espectral das constantes). Sob a

notacao do Teorema 2.10, valem:

e () Co<CyA @)
o (i) &0 2 A{(L)/ (2Cy CR);
o (ili)c=A (L) /(4CY);

e (iv) as constantes dependem apenas da estrutura eliptica de L
e das cotas em (H1) a (H4), sendo independentes da

interpretacao geomeétrica.

3. METODOLOGIA



Esta secao descreve a estratégia analitica adotada para estabelecer o
Teorema 1.1. A metodologia segue trés etapas articuladas. Primeiro,
verifica-se que o operador de Jacobi J na superficie hiperbdlica
satisfaz as quatro hipoteses estruturais (H1) a (H4) do arcabouco
abstrato (Subsecao 3.1). Segundo, desenvolvem-se estimativas nao
lineares que quantificam a distorcao de medida, o peso exponencial
e o resto quadratico da formula da curvatura (Subsecao 3.2). Terceiro,
articula-se a reducao do funcional geométrico n(g) ao funcional
linearizado F(y) = |Lh/)||i2 via bootstrap de exclusao de fronteira em
conjunto de subnivel (Subsecao 3.3). Todos os argumentos sao locais,
Nno regime perturbativo ||1p||H2 <6 com & >0 peqgueno. As constantes
envolvidas dependem apenas dos dados geométricos de (M,g,): a
curvatura de referéncia k,, 0 primeiro autovalor nao trivial H, do

laplaciano, a constante de Sobolev Cy e a constante de regularidade

Creg - |Lrl ||L2 o H?
3.1. Verificacao das Hip6teses no Caso Geométrico

Proposicao 3.1 (Verificacdo de (H1)-(H4) para L =J). As hipdteses (H1)
a (H4) valem para L =J = -Ago + 2Ky em (M,g,) compacta hiperbdlica,

V=2

Prova.

(H1). -7,

0

é eliptico de segunda ordem, autoadjunto em L2(M,g0),
com espectro discreto convergente a +xo pela compacidade. A soma
com o operador limitado 2k,Id preserva essas propriedades. A

estimativa eliptica segue da teoria classica (Gilbarg; Trudinger, 2001).

(H2). Em variedade compacta sem bordo, todo operador eliptico de
segunda ordem H? - L? é Fredholm de indice zero (Gilbarg;

Trudinger, 2001).



(H3). Pelo Lema 2.3, A, (J | Hy) = . + 2K, > 0.
1

(H4). Calcula-se explicitamente a segunda derivada de Fréchet de

Rp) =e" (- Ko - Ago 1Y) + k. Derivando duas vezesem 1 = 0:

D?*R(0)(h, h) = 4k, h* + aha, h-24, (h?),

em que cada termo € produto ou composicao de h com suas
derivadas até ordem dois. Em dimensao dois, H* (M) = C°(M) com
constante Cy (Adams; Fournier, 2003), e H’ (M) é algebra de Banach:
para f,gEHz, a regra de Leibniz fornece ||fg||H2 sCa,guanz 81,2 -
Aplicando essa propriedade a cada termo: o termo 4:<0h2 satisfaz
11,2 <1hithi,. < Csihlyz; 0 termo 4ha, h satisfaz

2, 2\ _ 2
||hAg0h||L2 < 1Al o ||Ag0h||L2 < Cslhlyz; o termo A, (h") =2hA, h+2|V, hi
satisfaz 18, (h*) , <Clhl; pela estrutura de algebra de Banach.

L

Tomando Cg = 4k,Cs +4Cs +2C , completa-se a verificacdo. O
3.2. Estimativas Nao Lineares

Denota-se por Cg a constante da imersao de Sobolev Pl < Csll,,
valida na superficie compacta M em dimensao dois (Adams;

Fournier, 2003).

Lema 3.2 (Estimativa L? para o resto n&o linear). Para & > 0, define-se
Co(d) = 2C5e*®.  Entdo, para todo 1 E€Hy(M) com i, <&
10, < Co (Ol

Prova. Pela formula da curvatura, K, + K, :e'w(h[)+l<0QO(1/))), em
que Q,()=e*? -1-21p. Para todo ¢, |e* -1-2¢| <27’ (resto de
Taylor). A imersdo de Sobolev da i, <Cgé; logo eIVl < ¢2Cs0

2Cg 5

pontualmente. Combinando com ||e'2"’||Lm <e , obtém-se a cota

enunciada. O



Lema 3.3 (Comparacao de medidas). Para Itpl,. <6 com Cgd<1e

todo h € L?:

¢2Cs 2C;

“1hlzg ) < 1A <SRl -

Prova. Como d,LLg :ezd’dug e Y| <Cgd pontualmente, as cotas
0

¢ 2Cs5 2045

<e®¥ <e valem pontualmente. Integrando, obtém-se a

estimativa. O

Lema 3.4 (Regularidade eliptica para J). Existe C,, > 0, dependente
apenas de (M,go), tal que, para todo wEH(Z)(M): ||1/)||H2 sCreguh/)an.

Explicitamente,

V1+u.+u.2
Crog =W —qup — 1
reg L . H p 7"
=1 () +2K0)

Prova. Como ker/ rHﬁ = {0} (Lema 2.3) e J é eliptico e Fredholm,

J:H; — L* é um isomorfismo. O inverso J' é limitado L* - H* pelo

teorema da aplicacao aberta. Para a formula explicita: na base
.. 2 2 2

propria de -Ago : Pl = Zj (1+ Mt )| a; e
2 _ 2 2

”Jll)"LZ - Zj (I’LJ +2K0) |a]| -

3.3. Estratégia de Reducao e Bootstrap

A reducao do funcional geomeétrico n(g) ao funcional linearizado
F) = ||J1,l)||i2 Nnao € consequéncia direta da regularidade eliptica. Ela
requer o controle acoplado de trés efeitos multiplicativos: a distor¢cao
conforme de medida ezw, 0 peso W) = ¢*” na férmula da curvatura,

e o resto exponencial O, (V) = e* -1-21p (Lemas 3.2 a 3.4).

A estratégia de prova da cota superior para 11 segue um esquema de
bootstrap por exclusao de esfera. Fixado um limiar §, >0 pequeno,
mostra-se que toda perturbacao 1 com n(g) < g, pequeno e situada

na componente conexa da origem em {1 < &} satisfaz [il,, <&y. A



demonstragdo procede por contradicao: a esfera {jl, =8,} €
incompativel com n < g, pela escolha dos parametros, de modo que
nenhum caminho continuo da origem pode cruza-la dentro do

conjunto de subnivel.

A cota inferior resulta da Proposicao 4.2, que estabelece a estrutura
quadratica m(g) = |Lh,l)||i2 +O0(1Y1,), combinada com a estimativa
eliptica do Lema 3.4. A combinacao das duas cotas produz o
Teorema 1.1, com dominio de validade controlado pelo menor entre

os dois limiares perturbativos.
4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Esta secao apresenta os resultados obtidos. A Subsecao 4.1 enuncia o
teorema abstrato de coercividade bilateral, ja demonstrado no
arcabouco da Secao 2.3. A Subsecao 4.2 estabelece a reducao
qguadratica da variancia de curvatura a norma linearizada. A
Subsecao 4.3 combina as partes em uma demonstracao do teorema
principal. A Subsecao 4.4 analisa a constante 6tima de coercividade
como funcao espectral. A Subsecao 4.5 realiza o calculo explicito
sobre a superficie de Bolza. A Subsecao 4.6 discute a interpretacao

como norma do grafo e as conexdes com problemas correlatos.
4.1. Coercividade Bilateral no Caso Geométrico

Aplicando o Teorema 2.10 abstrato a L =J, junto com a Proposicao 3.1
qgue verifica as hipoteses (H1) a (H4), obtém-se imediatamente a
estimativa bilateral no nivel do funcional linearizado F(1)) = |Lh/)||i2. O
passo seguinte consiste em transferir essa estimativa para o
funcional geomeétrico n(g), que difere de F por termos nao lineares

envolvendo medida, peso e resto quadratico.



4.2. Estrutura Quadratica de n

Proposicao 4.2 (Estrutura quadratica de n). Para 1/)€HS(M) com
Ipl, <éeCsd<l

n@©) -Vl | <Cipl,,
em que

Cy =2 - DWip 2 +268° Wl 12 k0 Co(8) + €25 kE Cy ()6,
com  Cy(8)=2C4e*s®  do Lema 32. Em  particular,

1) = VI, + 0PI, ) para i pequeno.
A variancia de curvatura admite a representacao

n(@) = IRA)I,, W) =e??,

(Wappdp, )’
em que R(Y)=JyP +k,0,(1p) € o residuo de curvatura. No regime
perturbativo ||1/)||HZ <5, a Iimersao de Sobolev fornece as cotas
uniformes 2% < W) < e*5%: portanto, W(p) é limitado acima e
abaixo por constantes estritamente positivas, dependentes apenas
de (M,g,) e 6. Essa positividade estrita € consequéncia do regime

perturbativo, e nao uma hipdtese adicional.

Prova. De K, + K, = ¢~ (Ji + k.0, (1)) com Q, (1) = €°¥ -1 - 21, obtém-

se

@ = fy, Ky + 0 due, = f, e U+ o Q) dps,
Por outro lado, ||Jl,b||i2 = jM (Jl,b)zdug . A diferenca decompde-se em

trés termos:

Termo . fM(e'z‘/’-l)(Jtl))zdug. Pelo teorema do valor médio,
0

|e'21” -1 32|1,b|e2|‘/". Usando Pl <Csd, 0 termo € majorado por



2C58e°S°Wlya o RpI}. . Para & pequeno, 2C; 5¢%Cs0 < ¢?Cs® _1: portanto,

H =~ z 2C¢ 6 2 3
a majoracdo & (™% - DWW _ 2 1V, -

Termo 2: [ e 2,0, -deugo. Pelo Lema 3.2,1Q,1 , < Co OPI; / 1<
(restaurando o fator k;). O termo cruzado é majorado por

2l 2 Ko Co (O

Termo 3 jMe'zlpK%Q(z)dug. Esse termo ¢é majorado por
0

2
% i5 Co (8) SIPIL .
A soma das trés contribuicdes fornece a estimativa. O
4.3. Demonstracao do Teorema Principal

Teorema 4.3 (Cota superior para n). Existem §, >0 e g >0,
dependentes apenas de (M,go), tais que, se 1/)€H(2)(M) pertence a
componente conexa por caminhos da origem em {n<¢,}, entao
Pl < CuppVTIE), COM Cypy = 2C,0€5%

Observacao 4.4 (Conexidade do conjunto de subnivel). A
qualificacao de que P esteja na componente conexa por caminhos
da origem em {n<eg,} € retida no enunciado. Na geometria
considerada, o regime perturbativo consiste precisamente em
fatores conformes Y pequenos em H?, conectados a origem pela
reta t » 1p dentro do espac¢o de métricas admissiveis. Nao se afirma
nada, em geral, sobre conexidade de conjuntos de subnivel em
espacos de dimensao infinita; a qualificacao isola o regime local

onde as estimativas se aplicam.

Prova. A desigualdade a priori proveniente da formula da curvatura

-

e



Pl < Crog™ V() + Ko Crog Co (50)MPNs = :AVTI(G) + BIYL .,
valida para [l,, <8y, COM A = C,p e € B = ik Crog Cp (89).

Para deduzi-la, usa-se a decomposicao do erro
K, + Ko =V (T + 1,0, (), de modo que
VI < e (Ky + Kol + Kol Qy (W, - Pelo Lema 33,

eV (K + ko)l , <SS Vn(g).
L”(g,)
Combinando com a estimativa eliptica e o Lema 3.2, obtém-se a

desigualdade.

Escolha de parametros. Escolhe-se 8, >0 tal que Bd, <1/2

(equivalentemente, K, C,,, C(89)d < 1/2), e define-se ¢, := 53 /(164%).

Bootstrap por exclusdao de fronteira. Seja 1P EH% (M) com n(g) <e¢,.
Mostra-se que ||, < &y. Sobre a esfera 1|, = 6,, a desigualdade a
priori fornece uma cota inferior para 7. Como Bo,<1/2
1/280 <1/21pl,, <AVN(E);, logo  n(g) > 55 /(44%) = 4¢,.  Portanto,
{||1,I)||H2 =091 C{n=4¢gy}: o conjunto de subnivel {n<eg} nao
intersecta a esfera. Como n(0)=0<¢, € 1 é continuo em Hf) (M), todo
caminho continuo da origem a um ponto com || . = 8, deve cruzar
a esfera — onde n > 4¢, > ¢,. Segue-se que toda 1P na componente

conexa da origem em {1 < &, } satisfaz jipi,, < &.

Conclusdo. Com ||1/)||HZ <, estabelecido, a desigualdade fornece

Pl,, <AVN(g) + Bl <24V1(g) = Cypy V11(g). O

Teorema 4.5 (Cota inferior para n). Existem &; >0 e ¢ > 0 tais que, se

WPl <&@ = cplr., com e =1/2C,,.

Prova. Pela Proposicdo 4.2, n(g)zuhl)ui2 —C1||1,b||;’{2. Pelo Lema 3.4,
VI, = Crglpl,.  Dai 1) = 1WI2s (G -C1IL. ). Escolhendo



€1 = Crae 1 2Cy), para [l < &:1() = 1/2C, 1L, . O

Teorema 4.6 (Resultado principal). Seja M,g,) superficie hiperbdlica
compacta de género 7y > 2. Defina-se ¢, := min(gy, ¢, €1), €M quUE &
vem do Teorema 4.3, ¢; do Teorema 4.5 e ¢y, = (ZCfeg)’l. Entao, para

g=¢"rg com iy € Hy(M)en(g) < &:

L i2e <1©) < Coas @QWIEp 12 + CreDIPIZ:

reg

2055

em que C, =¢€ € o fator de peso de medida e todas as

constantes dependem apenas de (M, g,).

Prova. Os limiares sao fixados nos Teoremas 4.3 e 4.5. O limiar efetivo
g, =min(gy, ¢y, €5) assegura simultaneamente que n@E) <& —
aplicando o Teorema 4.3, com a condicao de conexidade satisfeita
pela Observacao 4.4 — e que 1Pl <€ — aplicando o Teorema 4.5. A
cota superior combina o Teorema 4.3 com a comparagcao de

medidas (Lema 3.3); a cota inferior é o Teorema 4.5. O

Corolario 4.7 (Equivaléncia espectral). Para superficie hiperbdlica
compacta (M,g,) de género y>2 com K, =-k;, Ky>0, sao
0

equivalentes:

o (i) AL () > 0 sobre Hj (M),

e (i) existem g, >0 e 0<c<(C<ox tals que c||1,b||127(2 <n(g) < C||1,I)||12LI2

para todo 1 € Hg (M) com n(g) < &;

e (iii) a variancia intrinseca n realiza a norma do grafo de J como
métrica local sobre a classe conforme: n(g) = ||1,I)||12LI2 Nno regime

perturbativo.



Para género y > 2, as trés condicdes valem incondicionalmente, pois
)\1(J):u1 +2K, >0. A rigidez quantitativa da meétrica hiperbdlica
dentro de sua classe conforme €, portanto, consequéncia direta e
exclusiva de um unico dado espectral: a positividade do gap spectral

do operador de Jacobi.
4.4, Constante Otima de Coercividade

Proposicao 4.8 (Constante 6tima). Seja M,g,) superficie hiperbdlica
compacta com K, = -kg, Ko >0, e J=-A, +2k, com autovalores
0 0

A = Bt 2K, . Define-se

2
(1 +2K9)
R(u, 19) 1= ~——.
l+pu+p
Entdo: (i) a constante otima cgpt em ”Jl,[)”iz chptlllblléz é
cf,pt:jgflR(/,Lj,Ko)zl; (i) o iInfimo € alcancado apenas no limite
Jj=
assintdtico, com _lil‘nR(,LLj,KO)Zl; (i) para kK, >1/2, a funcao
j_>00

w~ R(u,ky) € estritamente decrescente em  (0,»), logo
jgflR(/,Lj,Ko) =R(u,,K9)>1. O modo mais coercivo &, portanto, o mais
Jj=

baixo.

Prova. A funcao R(u, k,) aparece como a razao |Llej ||22 /||ej ||22 guando
L H

4 A A 5 A 2 _ 2 2 _ 2
e; €aj-esima autofuncao: We; ||L2 = ()uj +2K9) €le; ||H2 =1+ K + -

Para a monotonicidade, calcula-se
0, R = (1 +2K0)[2- 20 + (L -4k)] /(L + e+ ). O fator (u+2x,) €
positivo para u > 0. O colchete N(u) =2 -2k, + (1 -4k,) satisfaz, para
Ko >1/2: N(0)=2-2k, <0 e o coeficiente de u € 1-4k, < -1<0; logo
N(u) <0 para todo p >0; assim, 0, R<0. Para k, <1/2, N(u) anula-se
em u =(2-2ky)/ (4K, - 1); esse intervalo fica fora da configuracéo

hiperbdlica, mas a formula aplica-se ao arcabouco abstrato.



No caso hiperbdlico, Kk, =1 (Gauss-Bonnet obriga k, =21 para y =2
com normalizagao de area Area =47(y-1)/k,; a normalizagao
padrao Kg0 = -1 da k; =1), logo R € estritamente decrescente e
jigflR(uj,Ko)=j1£rrioR(uj,K0)=Hli£noo(u+21<0)2 JA+u+p?)=1. O infimo é

aproximado, mas alcancado apenas no limite assintdtico sobre o

espectro discreto, pois cada R(uj, Ko) > 1 para K finito. O

Observacao 4.9 (Saturacao ultravioleta e dominancia
infravermelha). A razao de coercividade R(u, k,) exibe dois regimes
distintos. No regime infravermelho, o modo mais baixo H, maximiza
R, fornecendo R(u,,kp)>1. Esse € o modo mais coercivo:
perturbacdes conformes de baixa frequéncia sao estritamente mais
bem controladas pelo operador de Jacobi do que pela norma de
Sobolev pura. No regime ultravioleta, quando u - o, R(u,k,) - 1. 0
fundo de curvatura k, torna-se negligenciavel frente a u e a
desigualdade de coercividade aproxima-se da equivaléncia entre
||Jt/)||i2 e 0 quadrado da norma H pura. A desigualdade é, portanto,
assintoticamente saturada por modos de alta frequéncia.

2
opt

frequéncia do espectro, nao pelo menor autovetor. Este ultimo

A constante otima c,,, =1 é determinada pela assintdtica de alta
controla o gap spectral e a taxa dinamica, mas nao a razao 6tima de
coercividade. A rigidez conforme é fendmeno infravermelho; a
constante de coercividade, por sua vez, € ultravioleta. O fato de
cgpt = 1 ser alcangcado apenas no limite assintotico reflete uma rigidez
ultravioleta; a amplificacao R(ul,K0)> 1 captura, por sua vez, uma
amplificacao infravermelha governada pelos modos de baixa

frequéncia.

4.5. Calculo Explicito na Superficie de Bolza



A superficie de Bolza My é a superficie de Riemann compacta de
género dois com o maior grupo de automorfismos —
Aut(Mg) = GL(2,3), de ordem 48. Ela carrega sua métrica hiperbdlica

unicacom K, = -1(k, = 1) e area Area(Mp) = 47t por Gauss-Bonnet.
0

Dados espectrais. O primeiro autovalor positivo de -A, satisfaz
p, (Mp) = 3,839. Em L? (Mg) (modo constante incluido): A,,,;,, (/) = 2k, = 2.
Em H(z)(MB) (média nula; gap operativo para o teorema principal):

Al (J) = Ml + 2K0 ~ 5, 839.
Razao espectral. Parak, =1¢e p, ~ 3,839

(3,839+2)° 34,10 _

~ ~ 1,741 .
1+3,839+3.839° 19,59

R, 1) =

Interpretacao. O valor R(u,,1)~1,741>1 confirma que o modo mais

baixo é estritamente mais coercivo do que o valor assintético. O fato

de cipt

saturacao ultravioleta descrita na Observacao 4.9: a desigualdade

=1 ser alcancado apenas no limite assintotico reflete a

|Lh/)||i2 2"1-[’"1%12 € assintoticamente justa, mas estritamente estrita

sobre qualquer modo finito.
4.6. Interpretacao Via Norma do Grafo e Conexoes

A segunda variagdao da energia de Calabi em g €
D2C|lp=0(51/),51/)): | Jo IIi2 . A norma do grafo de J é
||1,I)||2G(J) = ||1/)||i2 + |[Jy IIiZ. Como A,,,())>0, a regularidade
eliptica fornece |y IIG(J) # [l . O Teorema 4.6 afirma que n —
definida geometricamente e intrinsecamente computavel — realiza
a norma do grafo de um operador eliptico como métrica local sobre

a classe conforme.



Explicitamente, a norma do dominio de J é

2 ~
I, “

sobre H% (M) segue da estimativa eliptica do Lema 3.4.

—— 2 2 . ~ .
=Nl + 17l e a equivaléncia [y,

Na linguagem das formas fechadas positivas (Kato, 1995), o funcional
quadratico q) := llJY IIi2 com dominio D(q)=H(2)(]\4)CL2(M,gO) e
uma forma fechada, densamente definida, estritamente positiva.
Pelo teorema da representacao (Kato, 1995), o par (g, D(g)) determina
unicamente o operador autoadjunto A4 =J* e, com ele, todo o
conteldo espectral quadratico: autovalores, semigrupo e,
resolvente e covariancia de flutuacao A~'. No regime perturbativo
Il <&, o Teorema 4.6 estabelece equivaléncia completa entre
a variancia intrinseca n e a forma fechada q; portanto, 1 codifica toda
a informacao quadratica local da deformacao conforme sem perda.

Essa classificacao é restrita ao regime perturbativo; se ela se estende

globalmente é o conteudo do Problema em aberto 4.1 adiante.

Observacao 4.10 (Estrutura de Kato). A estimativa bilateral opera
dentro da correspondéncia padrao entre formas fechadas positivas e
operadores autoadjuntos. O conteudo do Teorema 4.6 € a reducao
explicita nao linear-para-linear que situa 11 nesse arcabouco com

constantes computaveis.
Problemas em aberto.

Problema 4.1 (Coercividade global). Vale n~ ||y IIiIZ sem a hipotese

de pequenezn <¢g,?

Problema 4.2 (Convergéncia quantitativa do fluxo). O fluxo
gradiente 0,y = -Vn = — 2J% 1 + (termos ndo lineares) admite andlise de
convergéncia quantitativa via estabilidade do maodulo minimo de

DR(1y) sobre o subespaco de média nula Hé (M). A estimativa-chave é



inf

( I DRI

" € Hy,h =0} = A, ()(1 - MCyy 1 122 ),

gue vale sob continuidade Lipschitz de DR — consequéncia da
estrutura de algebra de Sobolev em dimensao dois — e fornece
desigualdade de gradiente |[Vn|l =2¢(o)ym de tipo tojasiewicz-
Simon com expoente 6=1/2, sem exigir analiticidade real. O
problema remanescente consiste em calcular o raio de
aprisionamento o explicito e a constante efetiva
c(o)=A,(H1-MC,;0)1~-C,,,0) para o modelo conforme deste
artigo, e em estabelecer a estimativa de aprisionamento que
garanta que a Oorbita permaneca no regime perturbativo. Isso
fornece convergéncia exponencial com taxa explicita v - 2?\1(J)2
quando o - 0, conectando a coercividade bilateral do Teorema 4.6 a
dindmica de longo prazo do fluxo de curvatura. O arcabouco
abstrato e a demonstracao de convergéncia serao desenvolvidos em

artigo complementar (Thimotéo, no prelo).

Problema 4.3 (Precisdo de ¢, ). Construir sequéncia P € HS (M) com
ng )/ v, ”22 - €y =1 ou demonstrar que a constante assintética

€ alcancada apenas no limite no nivel nao linear.

Problema 4.4 (Coercividade infravermelha proxima ao limite de
Selberg). Determinar o comportamento assintdtico de R(u,, k)
quando u, - 1/4 e relaciona-lo a fendémenos de concentragao
espectral em superficies hiperbdlicas aleatdrias. Para n,=1/4 —
limite inferior conjectural para superficies compactas aritméticas, cf.

a conjectura de autovalores de Selberg —e k, = 1:

2 2
1/4+2 9/4

1+1/4+1/16 21/16 16 21 21 7




Esse valor é mais que o dobro do valor de Bolza (=~ 1,741), o que
sugere que superficies com pequeno gap espectral exibem
coercividade infravermelha significativamente mais forte. Uma
descricao quantitativa dessa amplificagao sobre M,, em conexao

com resultados de concentracao espectral, permanece em aberto.
Conexoes com temas correlatos.

Escopo dimensional. O argumento das Secdes 3 e 4 depende da
imersao de Sobolev H* (M) = C° (M), especifica da dimensdo d =2 (o
expoente critico de Sobolev satisfaz2 >d /2 =1). Em dimensaod > 3, a
imersdo H? = C falha em geral, a propriedade de algebra de
Banach de H? se perde e as estimativas n&o lineares dos Lemas 3.2 e
3.3 nao se transferem diretamente. Qualquer extensdao a geometria
conforme em dimensao superior exigiria ferramentas analiticas

distintas.

Gaps espectrais em superficies hiperbdlicas aleatorias. A constante
otima cﬁpt =1 é universal — independente da superficie — mas a
razao espectral infravermelha R(u , k), que mede o excesso de
coercividade do modo mais baixo, depende do espectro de —Ag0 e,
portanto, varia sobre o espagco de modulos M, de superficies
hiperbdlicas de género g. Trabalhos recentes sobre gaps espectrais
fornecem previsdes quantitativas para essa variacao. Hide e Magee
(2023) demonstraram que coberturas riemannianas aleatdrias de
uma superficie hiperbdlica nao compacta apresentam novos
autovalores abaixo de 1/4-¢& com probabilidade tendendo a um.
Hide, Macera e Thomas (2025) demonstraram que superficies de
Weil-Petersson aleatdrias de género g tém gap espectral pelo menos
1/4-0(g °) para algum ¢ >0, com probabilidade tendendo a um,

estabelecendo concentracao com taxa polinomial. Sob essa



concentracao, a razao infravermelha satisfaz
R(ul,KO) =R(1/4-0(g ), k,), convergindo a R(1/4,k,) com taxa
polinomial em g. Isso conecta o problema interno deste artigo — a
dependéncia de R(u,, ko) com a superficie — ao programa ativo de

geometria espectral de superficies hiperbodlicas aleatorias.

Acdo de Liouville e geometria de Teichmduller. A geometria natural
para estudar R(u, ,ky) como fungao sobre M, € a métrica de Weil-
Petersson. Takhtajan e Teo (2006) demonstraram que a acao de
Liouville € um potencial de Kahler para a métrica de Weil-Petersson
sobre o espaco de Teichmuller universal. Como o operador de
estabilidade de Liouville J = —Ago + K, governa a segunda variacao
dessa mesma acao no ponto critico de curvatura constante, a
geometria do problema de otimizar R(u, , k,) sobre M, € governada
por J, que é o parceiro espectral de J.., Via o deslocamento

Jcan =J+ Ko.

Gravidade de Jackiw-Teitelboim. A energia de curvatura
nE = I1K; + &g IIi2 é a violacdo L* ao quadrado da equacdo de
movimento de Jackiw-Teitelboim R +2A = 0 (Jackiw, 1985; Teitelboim,
1983), com A = -k,. Expandindo, 1= [R*du + 4k, [Rdu + 4k? Area(M).
Como [Rdu = 47tx(M) (Gauss-Bonnet) e Area(M) sao topologicamente
fixos dentro de uma classe conforme, 1 equivale a uma acgao R® a
menos de termos topoldgicos e de volume. O operador
Joan = —Ago +2Kk, governa a estabilidade linear da solucao de
curvatura constante, e a estimativa bilateral do Teorema 4.6 fornece
a caracterizacao espectral completa do regime perturbativo

guadratico desse funcional.

Decomposicdo estatica-dinamica. A estimativa bilateral do Teorema

4.6 € um resultado estatico: caracteriza o panorama energético de n



perto da métrica hiperbdlica, mas nao aborda a evolucao temporal
do fluxo gradiente. Um artigo complementar (Thimotéo, no prelo)
estabelece a contrapartida dinamica demonstrando que o modulo
minimo da linearizacdo DR() = e **J + (ordem inferior) persiste
quantitativamente em H;(M) para ¥ ll,. <& com cota inferior
explicita convergindo a A; (/) quando o - 0. Essa persisténcia induz
uma desigualdade de gradiente do tipo tojasiewicz-Simon com
6=1/2 e constantes espectrais explicitas, da qual segue a
convergéncia exponencial do fluxo com taxa controlada por A, ). O
mecanismo dispensa o maquinario classico de tojasiewicz-Simon —
analiticidade real, preparacao de Weierstrass —, apoiando-se apenas
na estabilidade inf - sup de DR({) sob perturbacao, usando somente
a regularidade C? e a estrutura lipschitziana Ja presentes em (H1)-
(H4).

5. CONSIDERAGOES FINAIS

O artigo demonstra uma estimativa de coercividade bilateral
quantitativa para o operador de Jacobi sobre o subespaco de média
nula da classe conforme de superficies hiperbdlicas compactas de
género maior ou igual a dois. A estimativa vale no regime
perturbativo em H?, com constantes explicitas dependentes apenas
da estrutura eliptica do operador e do primeiro autovalor do

laplaciano geomeétrico.

O mecanismo governante reduz-se a uma unica condi¢cao espectral
— a positividade do primeiro autovalor do operador no subespaco
de média nula —, que é simultaneamente suficiente e necessaria
para a estimativa bilateral no regime perturbativo. A variancia

intrinseca de curvatura e o funcional quadratico linearizado sao



equivalentes em ordem principal, diferindo por termos de ordem

cUbica.

A constante Otima assintotica de coercividade vale um, alcancada
apenas no limite assintdtico dos autovalores do laplaciano. O
supremo da razao espectral corresponde ao modo de mais baixa
frequéncia, amplificado no regime infravermelho. O calculo explicito
na superficie de Bolza confirma o fendbmeno com razao espectral

aproximadamente igual a um virgula setecentos e quarenta e um.

O resultado caracteriza a energia de Calabi restrita a classe conforme
como realizagao local da norma do grafo do operador de Jacobi,
estabelecendo equivaléncia quantitativa entre a rigidez conforme e
a completude espectral no regime perturbativo. A classificacao
estende-se naturalmente ao arcabouco abstrato de funcionais do
tipo residuo quadratico com linearizacao eliptica e gap espectral,
abarcando situacdes analogas em Yang-Mills e em métricas de

Einstein.

O trabalho deixa em aberto quatro direcdes: a extensao da
estimativa para o regime global sem hipdtese de pequenez; a
analise quantitativa de convergéncia do fluxo gradiente associado; a
construcao de sequéncias que saturem a constante 6tima no nivel
nao linear; e a caracterizacao do comportamento da razao espectral
infravermelha proximo ao limite conjectural de Selberg, em conexao

com concentragcao espectral em superficies aleatorias.
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